Introduction

Premaier chapitre

Etude d’un probleme de bifurcation associé a une fonction convexe, asymp-
totiquement linéaire

On étudie le probleme

(1)

—Au = Af(u) dans
u=0 sur of)

ou:

- © est un ouvert borné connexe régulier de R

- f : R — R est une application de classe C!, convexe, non négative, telle que f(0) > 0
et f'(0) > 0;

- X est un parametre positif.

On sait (voir, par exemple, [BN]), qu’il existe A\* € (0, 00) tel que

- il y a une solution de (1) pour chaque A < \*;

-si A > A*, il n’y a aucune solution;

- pour A < A\* il existe une solution minimale u(\). De plus, u(\) est "'unique solution
stable du probleme (1) et 'application A — u(\) est convexe et croissante.

Quelques questions naturelles concernant ’étude du probléme (1) sont:

i) existence d’une solution si A = A*;

ii) le comportement des solutions u(A) pour A 7~ \*;

iii) lexistence et le comportement d’autres solutions.

Dans le cas ol f est sur-linéaire et sous-critique, Crandall et Rabinowitz ont démontré
(voir [CR]) qu’il existe u, = /\li/H/\l* u()\) dans C*(Q). Dans le cas ol f est sur-critique, la

géometrie de 2 devient significative.
En collaboration avec P. Mironescu, on a étudié le cas ou f est asymptotiquement
linéaire, c’est-a-dire
t
(2) lim &:ae((),oo).
t—oo
Le comportement des solutions u(\) pour A  A\* varie selon la position du graphe
de f par rapport la droite y = az. L’étude du comportement asymptotique de u(\) est



liée a 'observation que u(A) est positive et sur-harmonique. Donc, d’aprés un théoreme
classique, il y a deux posibilités quand A 7 \*:

i) u(\) converge uniformément (& une sous-suite pres) vers +oo sur tout compact de
Q.
IOC(Q)'

Soit A; la premiere valeur propre de —A dans H} (). Les résultats qu’on a obtenus

ii) u(\) converge uniformément (4 une sous-suite pres) dans Li

sont les suivants:

Théoréme 1. Si f(t) > at pour tout t, alors

A
=2

ii) )\hﬂ)\l* u(A) = oo, uniformément sur les sous-ensembles compacts de ).
iii) u(A) est I'unique solution de (1)+(2) pour A € (0, \*).
iv) le probléme (1)+(2) n’a pas de solution si A = \*.

Théoreme 2. S’il existe ty € R tel que f(ty) < aty, alors
Gas AL AL o f(1)
i)A E(;,A—O), ot )\O_Itn>l(r)lT'

ii) le probléme (1)+(2) admet une seule solution, u*, pour A = \*.
iii) )‘lirf\l* u(A) = u*, uniformément sur §.
A
iv) si A € (0, 22], w(\) est 'unique solution du probléme (1)+(2).
a
A
v) si A€ (22X, le probleme (1)+(2) a au moins une solution instable v(\).
a
De plus, pour tout choix de v(\) on a

vi) lim v(\) = oo, uniformément sur les sous-ensembles compacts de Q.
AN
vii) )\h/II}\l v(A) = u*, uniformément sur ).

L’existence d’une solution instable v(\) est prouvée en appliquant le théoreme du col
d’Ambrosetti-Rabinowitz a une fonctionnelle perturbée. On donne aussi quelques estima-
tions sur la vitesse de croissance de u(A) vers +oo dans les conditions du Théoreme 1.
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Deuxieme chapitre

L’équation de Ginzburg-Landau

L’étude du comportement asymptotique de I’équation de Ginzburg-Landau a été
initiée dans une série de travaux par F. Bethuel, H. Brezis et F. Hélein (voir [BBH1-
4]) et H. Brezis, F. Merle et T. Riviere (voir [BMR1-2]). Il s’agit de I’étude des points
critiques de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau

dans la classe
1 1 . _
H,(G) ={u € H (G,); u= g sur G}

ainsi que leur comportement asymptotique quand ¢ — 0. Ici, G est un domaine borné
et régulier de R? et ¢ € C°(0G, S1). Les points critiques de E. vérifient I’équation de
Ginzburg-Landau

1
—uc(1—|u: H)w dans G

—Au, =
22

(4)

us. =g sur 0G .

Premiere partie

Solutions périodiques de ’équation —Av = v(1— | v |?) dans R et R?

G
Un changement d’échelle permet d’étudier le probleme (4) dans le domaine —. Donc,

€
le comportement asymptotique pour € — 0 des solutions de ’équation de Ginzburg-Landau
nous amene a ’étude des solutions du probleme

(5) ~Av=v(l—|v[*) dans R?.

On étudie (avec P. Mironescu) les solutions périodiques de ’équation de Ginzburg-
Landau en dimensions 1 et 2. Dans la premiere partie, pour T > 0 fixé, on cherche les
solutions v : R — de

(6) —v" =v(l-|v|*) dans R?

et ayant T' comme période principale. Pour chacune de ces solutions et pour 2o € R, a €
avec | a |= 1, lapplication

(7) x — av(zg £ x)
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est aussi une solution. Pour éliminer cette situation, on établit d’abord pour les solutions
de (6) une forme canonique:

’Ul(O) =a>0
v1(0) =0

<8) ’UQ(O) =0
v5(0) =b>0

ou v = vy + ive et @ = max |[v|. Le systéme (6)+(8) donne toutes les solutions de (6) qui
sont distinctes du point de vue géométrique, c’est-a-dire qui ne peuvent pas étre obtenues
I'une de I'autre par un procédé du type (7).

Le résultat principal est

Théoréme 1. i) Si T < 2, il n’y a aucune solution T-périodique.

ii) SiT > 2m, il existe une unique solution réelle (c’est-a-dire, avec vy = 0) de (6)+(8).

iii) II existe Ty > 27 tel que, pour chaque 2w < T < Tj, toutes les solutions T'-
périodiques de (6)+(8) sont la solution réelle de ii), ainsi que

472 o
v(m)zy/l—%e’%x, pour chaque x € R..

iv) Pour chaque T > Ti, il y a d’autres solutions T-périodiques que celles trouvées a
iii).

v) Pour chaque T > 0, le nombre de solutions T-périodiques de (6)+(8) est fini.

vi) Une borne inférieure pour le nombre de solutions T —périodiques est donnée par

)
§T2 +O(T logT) quand T — 0.

Dans R?, les résultats qu’on a obtenus dépendent essentiellement du parallélogramme
P des périodes. On démontre que si P est suffisamment petit, alors il n’existe aucune
solution non-constante de (5). Si P est un rectangle suffisament grand, alors il existe des
solutions P-périodiques réelles du probleme (5).
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Deuxieme partie

Sur I’équation de Ginzburg-Landau avec poids

On suppose que la donnée au bord g a un degré topologique d = deg (g, 0G) > 0. On
consideére un poids w € C*(G,R), w > 0 dans G et on se propose d’étudier 1’énergie de
Ginzburg-Landau correspondante:

y 1 1
P =5 [ 1Vul gy [ 0= e,

Soit u. un minimiseur de £’ dans la classe H ;(G, R?). F. Bethuel, H. Brezis et F. Hélein
(voir [BBH2|, [BBH4]) ont étudié le comportement des minimiseurs et la configuration
limite dans le cas w = 1 et ont introduit la notion d’énergie renormalisée.

Dans [4] et [5] on a étudié (avec C. Lefter) les mémes problémes pour le cas d’un poids
régulier et positif, en donnant ainsi une reponse au probléme ouvert No. 2 de [BBH4],
p. 137. On démontre essentiellement que le comportement des minimiseurs est du méme
type que dans le cas w = 1, la seule difference apparaissant dans ’expression de 1’énergie
renormalisée et, donc, dans la localisation des singularités a la limite. Notre résultat est

le suivant:

Théoreme 1. Il existe une suite €, — 0 et exactement d points ay,---,aq dans G
tels que

ue, — u, dans Hi (G \{ai,...,aq}; R?),
oll uy est I’application harmonique canonique associée aux singularités ay, - - -, aq de degrés
+1 et a la donnée au bord g.
De plus, si W (b) signifie I’énergie renormalisée associée a la configuration b = (by,---,bg)
de degrés d = (41,---,+1), alors a = (a1, - - -, aq) minimise la fonctionnelle
W(b) =W(b)+ 3 > logw(b;)
j=1

parmi toutes les configurations b = (by,--,bq) de d points distincts dans G.

On a

n—oo

d
lim {EY (u.,) —md|loge, |} = W(a) + g Zlogw(aj) +dy,
=1

ol v est une constante universelle.
Un autre résultat qui caracterise le comportement asymptotique des minimiseurs est

Théoréme 2. Soit

1
Wy, = —

2\2



Alors Ia suite (W,,) converge dans la topologie faible x de C(G) vers

L’expression de 1’énergie renormalisée W permet, en utilisant les résultats de Bethuel,
Brezis et Hélein concernant la valeur de la différentielle de W, de prouver une propriété du
type “vanishing gradient” pour le cas d’un tel poids. Soit @y 'unique solution du probléeme

(

k
Ady = 27TZdj5bj , dans G

j=1
0P
—Ozg/\gT, sur 0G
ov
/<I>0:0
\ JOG

et, pour chaque j =1,---,d,

Sj(z) = ®o(x) —log | x — by |
Ro(x) = Sj(x) = ) log |2 —b; | .
i#£]
Notre résultat est le suivant:

Théoréeme 3. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
i) a = (ay,...,aq) est un point critique de I’énergie renormalisée W .

1 .
ii) V.S;(a;) = 1 kugc(ba;), pour chaque j.
j
1 ow ow ]
iii) VHj(a;) = Tw(a) (— . (a;), . (aj)), pour chaque j.
a;—a;  1Vw(ay)

, pour chaque .

iv) VR()(CLJ') + Z

1#]

Comme dans [BBH4], Chapitre 1.4, on peut définir I’énergie renormalisée en con-

sidérant un probleme variationnel dans un domaine avec des trous. Avec la méthode
“shrinking holes” de Bethuel, Brezis et Hélein on démontre

laj —a; 2 4 w(a;)

Théoréme 4. Soit
— — T k
W(b,d,g) =W(b.d,g)+ 5 (Z d; logw<bj>) ,
j=1
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ot W(b,d, g) représente I’énergie renormalisée associée a la configuration b = (by,- - -, by,)
de degrés d = (dy,---,dy) et a la donnée au bord g. Pour n > 0 suffisamment petit, soit
u, un minimiseur de EY dans

k
- n
Gv = G\ B(b-,—).
! j!l 7 w(by)
Alors

1

k
5 [ 1wy P= (3 [logn | +17(0,.9) + On), quand 0.
Gy j=1

Ce résultat montre que I’énergie renormalisée W représente ce qu’il reste de I’énergie
apres qu’on enleve ’énergie “du noyau” nd | logn |.

Troisieme partie

Comportement asymptotique des minimiseurs de I’énergie de Ginzburg-
Landau avec un poids qui s’annule

On continue dans [6] (en collaboration avec C. Lefter) 'étude des minimiseurs de
I’énergie de Ginzburg-Landau, cette fois-ci pour un poids qui s’annule.

Soit 29 € G et w € CHG,R) tels que w(wg) = 0, w > 0 dans G \ {zo} et w(z) ~
| © — xo [P dans un voisinage de xp, ou p > 0. Notre résultat sur la convergence des
minimiseurs u. de E.’ est le suivant:

Théoréme 1. Pour chaque suite €, — 0, il existe une sous-suite (designée aussi
par ,), k points ay,---,a dans G et des entiers strictement positifs dg,dy,---,d) avec
dy + -+ dy = d tels que (ue,) converge dans HL (G \ {x¢,a1,"--,ar}; R?) vers u,, qui est
I'application harmonique canonique a valeurs dans S' associée aux points zg, a1, - -, ax
avec les degrés correspondants positifs dg,dy, - - -, dy et a la donnée au bord g.

Le nombre de points qui s’accrochent a la limite vers le zéro du poids dépend de
l'ordre de croissance p > 0 de w autour de xg. Plus précisément, soit w(x) =| z — xo [P +
+f(J 2 |)- |  — 2o |PT! dans un petit voisinage de o, ot f : R — R est une application
de classe C'. On démontre

Théoréme 2. 1) Soit p > 0 un nombre réel qui n’est pas un entier multiple de 4.
Alors
i) Sid§§+1, alors dy = d.
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i) Si d > g + 1, alors dy = ]ZO + 1, ou [x] désigne la partie entiére du nombre
réel x. De plus, la configuration limite a = (xg, a1, -+, a) avec les degrés correspondants
d = (dg,+1,---,+1) minimise I’énergie renormalisée

—~

k
- T
W(b):W(b,d,g)+§p;10g]bj\, b= (wg,b1, -, bg)-

2) Soit p un entier multiple de 4. Si d < 2 + 1, alors dy = d. Le cas ou p est un entier

multiple de 4 est un cas critique, au sens que si d > P + 1, alors do peut avoir différentes

valeurs. Par exemple, si G = By, xog = 0 et w(z) =| x |P, on a le méme résultat que dans
le cas 1).

On donne un exemple pour G = By, g =0, d = §+ 1, w(x) =| = |P dans un voisinage

de xg, mais dy = g, donc k = 1.

Quatrieme partie

Problemes de minimisation et les énergies renormalisées correspondantes

En collaboration avec C. Lefter on étudie dans [7] quelques problémes de minimisation
liés a I’énergie de Ginzburg-Landau.

1) Singularités et degrés prescrits.

Soit @ = (ay, - -, ax) une configuration de points distincts dans G et d = (dy, - -+, dy) €
k. Soit deg (g9,0G) =d = dy + - -- + dj. Pour p > 0 suffisamment petit, soit

k

Q, =G\ | JB(ai,p) , Q=G \{ay, ...ax} .

=1

Soit v, un minimiseur de 1’énergie / | Vo |? dans la classe
Q,

F,={ve H' (Q,;S"); deg(v,0G) = d et deg(v,0B(a;, p)) = d;, pour i =1,....k}.

Théoreme 1. On a ’estimation asymptotique

1

k
1~
5/ | Vv, |*= W(Z df) log; + Wi(a,d) + O(p), quand p — 0.
2p i=1
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De plus, I’énergie renormalisée W(a,a) est liée a I'énergie renormalisée W (a,d, g) définie
dans [BBH4] par la formule

W(a,d) = inf  Wi(a,d,g)
g:0G—sS1
dex(9.0G)=d

et I'infimum est atteint.

Pour le cas G = Bj et g() = %’ on trouve des formules explicites pour les deux
énergies renormalisées. Plus précisément, on démontre

Théoréme 2. On a
W(a,d,g) == —WZdidj log | a; —a; | —WZdidj log | 1 —a;a, | .
i#] ©,J

W(CL,E) = _Wzdidj lOg ’ a; — Gy ‘ —|—7T2dzdj lOg ’ 1— al-aj ‘ .

i#] ]

2) Une restriction supplémentaire pour la classe des fonctions test.

Pour A > 0 fixé, soit w, un minimiseur de / | Vo |? dans la classe
QP

ov
Fpa= UG}—;/ — |?< A} .
P { P BGlaT’ }

Notre résultat est

Théoréme 3. On a

k

1 1 —~ —

2 / | Vw, ]2277(5 d?) log;+WA(a,d)+0(1) , quand p — 0.
Q, j=1

De plus, I’énergie renormalisée WA(CL,E) est lie a W (a,d, g) par

WA(CL,E) = inf{W(a,d, g); deg(g;0G) =d et / | 99 ?< A} .
oG 8’7'

3) Une classe de minimiseurs de [’énergie de Ginzburg-Landau.

Au lieu de considérer les minimiseurs de FE. lorsqu’on prescrit la donnée au bord
(comme dans [BBH4]), on est tenté de minimiser 1’énergie de Ginzburg-Landau pour de
degré au bord préscrit et le module 1 des fonctions test sur 0G. Mais 'infimum de F.
dans cette classe de fonctions n’est pas atteint, comme ont observé F. Bethuel, H. Brezis
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et F. Hélein. Donc, il est naturel de considérer, pour A > 0 fixé, les minimiseurs u. de F.
dans la classe

Haa = {u NG RY)s ul=1 sur 0G, deg (w0G) =d et [ |50 P<a).
oG

On démontre

Théoréme 4. Pour chaque suite €,, — 0 il existe une sous-suite (désignée aussi par
€n) et exactement d points ay,---,aq dans G tels que

Ue, — Uy dans Hﬂoc(@\ {a1, -+, aq}; Rz) ,

oll u, est ’application harmonique canonique & valeurs dans S' et singularités ai,-- -, aq
de degrés +1. De plus, la configuration a = (a1, -, aq) minimise la fonctionnelle

Wala,d) o= min (W (a3, 9)s deg (g:0G) =d et [ |50 P<a},
oG 87’

Cinquieme partie

L’énergie renormalisée associée a une application harmonique

Soit G C R? un domaine borné, régulier et simplement connexe et g € C1(9G, S')
telle que deg (g,0G) = d > 0. Etant donné une configuration a = (ay,---,ax) de points
distincts dans G et d = (dy,---,dy) € * tel que dy + ---dy = d, F. Bethuel, H. Brezis
et F. Hélein ont introduit dans [BBH4] la notion d’application harmonique canonique
ug: Q =G\ {a1, --,ar} — S' associée a (a,d, g) comme

z—a d z—a de
z—a | |z — ag |

ou
Apog=0 dans G
up =g sur JIG .
Toute application harmonique u :  — S avec u = g sur G et deg(u,a;) = d; pour
j=1,---,k ala forme
9) u=eYyy dans Q,



ou

k
W(x) =Y cjlog|z—a; | +¢(x)
(10) =1
=0 sur 0G

A¢p =0 dans G.

On introduit dans [8] (avec C. Lefter) une notion d’énergie renormalisée associée a
une application harmonique u. Cette notion coincide avec I’énergie renormalisée définie
par Bethuel, Brezis et Hélein dans [BBH4| si u = ug. Notre résultat est

Théoréme 1. Pour chaque application harmonique de la forme (9),

;i/n%{%/(;wu - f:c +d2} f:(c§+d§>. 1og(§k:(c§+d§)> — W (w)

P4 j=1 j=1
existe et est fini. De plus,

W(u):m}{%/(}pywﬁ (Z_: —i—dz)log%}.

En utilisant cette evaluation asymptotique on trouve une formule explicite pour ’éner-
gie renormalisée W (u). On démontre

Théoreme 2. Pour chaque application harmonique u,

k
W(“) = W(a,a,g) - chjgbj(aj)

k
= W(ug) — WZCZ'C]' log | a; —a; | —Wch¢(aj) ,

i#j j=1

ot ¢ a été défini dans (10).
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