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Existence et unicite de la solution pour un probléke elliptique sur RN avec
non linearite singulidke

.

—Au = p(z)f(u) dans RY (N > 2)
>0 dans RY

u(x) = 0 si |z |— 00.

\

(p) P € loc(RN) p > 0 dans ]RN f'r maxp( )d?‘ < OX;

|z|=r

f(w)

fyd g >0t q. u+—> soit decroissante sur (0, 00);
Uu

+ 0
u
(f2) 11{‘1% & = +00 et f estbornee dans un voisinage de +00.
U u

Theoréhe 1. Le probl€ke (P) a une solution unique.

o0

Theoréhe 2. p radiale, f ’I“p(T)dT = 00 — (P) n’a aucune solution radiale.
0




Solutions multiples d’un probl€éle critique degenere

/

—div (|z|*Vu) = |u|?«"2u+ f dans QCRY, a€(0,2)
u>0,uz0 dans €2, (P)
u =0 sur OS2,

\

Jo |z|*|Vu|?de

o2’ :=2N/(N — 2 + ). Soit S (u; ) = (f |u|2ad$)2/2;
Q

. On de Ghit

(Q) := }1_1)1(1) So(QNB.) s°(N) = rli)n;o Sa(Q2\ B,).

De6nition. Louvert 2 C RY satisfait la condition C si {2 est un cone de ]RN, ou
Q =RY, 0uS,(2) < min{s2(0),s>(Q)}.

e’

Theoréhe. Soit { quisatisfait la condition C. Alors V g € H_;l(ﬂ; |x|a), il existe
g0 >0t q. V0 <e <egg, (P) avec f — £¢ admet au moins deux solutions.




Probléhles avec donnee au bord singulidke

’

Au=p(z)f(u) dans Q C RY,
u>0,uzx0 dans 2,
| u(x) — oo sidist (z,0€) — 0.

(f1)  feC0,00), f >0, f(0) =0, f > 0sur(0,00);

o0

(f2) /[F(t)]_1/2 dt < oo, F(t) = /f(s) ds.

1
(pl)V g € Qavec p(xg) =0,dx9 D Ny CC Nt q.p> 0sur .

Theoréie. Le probléhe (P) a au moins une solution.




Solutions explosives 4RB’inGni pour les systéhes elliptiques

Au = p(z)g(v) dans RY,
Av =gq(z)f(u)  dans RV,

ep.qc< CIOO’S(RN), D, q > 0 et £Bymetrie radiale.

e f.gc Co’ﬂ[o, 0), f, g > 0 croissantes.

loc

o lim; ., g(cf(t))/t=0,YVc>0.
Exemples:

= 23‘21 a;t7i, g(t) =Y 1o bptb Vit >0, a;, by, v;, 0k > 0t q.
v0 < 1, 0By = maxi<;<i Vj 0 = maXi<ik<m ;..

2) f(t) = (1+ )2 gt) = 1+ 1292, 4,0 > 0etyf < 1.




it 0<t<I,
k if £ > 1,

v,0 > 0,70 < let f(t) = g(t) =0sit <O0.
Hglt)=t VteR, f(t) =0Vt <O0et

f(t)=t [— In ((2) arctant)]’y Vt>0, v€(0,1/2).

T
On de @nit
G = {(a,b) € Rt x R"; (3) solution radiale t. q. (u(0),v(0)) = (a,b)}
F(G) :={(a,b) € 0G; a > 0etb > 0}.
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Theor€kie 1. Ona G = RT X R™. De plus,

i) Si fooo tp(t) fO tq(t) dt = 400, alors toute solution radiale positive de
(P) explose {RmEni.

i) Si fO tp(t) dt < oo etfo tq(t) dt < o0, alots toute solution radiale positive
de (P) est bornee. Si (u, ’U) sont deux solutions radiales positives de (P),

1C >0t q. Vr e [0,00),
max { |u(r) —a(r)], [v(r) —=o(r)[} < C max {|u(0) —u(0)], |v(0) —o(0)]}.

(Hy) f(0)=g(0) =0, liminf, , f(u)/g(u) =: 0 > 0;
(Hz) [Z[G(#)]™"?dt < 0.

Theor€he 2. Soient f, g € C1[0, 00) quisatisfont (Hy) et (Hz). S
fO p(t) dt < oo, fO tq(t) dt < oo, alors toute solution radiale ( v) de (P)
avec (u(0),v(0)) € F(G) estune solution explosive 4H'in@ni.
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Probléhes d’explosion pour ’equation logistique: existence, unicite et

comportement asymptotique

Q C RN (N > 3) ouvert borne etregulier.
g

’

Au + au = b(z) f(u)
u>0

lim u(x) = 400,
L dist (z,002)—0

otlr € R b € CO’“(ﬁ), b>0,b%0surl.
On suppose que f € 01[0 OO) satis fait
(Al) f > Oetf( )/u est croissante sur 0 OO :

©dt
(Az) ) F(t) < 00, OlﬁEF / f

Exemples: (i) f(u) =P, p>1; ) f(u)=vPln(u+1),p>1;
(i) f(u) = uP arctanu,p > 1.
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Qo =int{x € Q: b(x) =0} CC .

Soit )\00,1 la pre mi€ke valeur propre de (—A) dans €2p. Convention: )\00,1 = +00
si QO = (D

Theoréhe 1. Le probl€ke (P) admetune solution explosive (positive) siet

seulementsia € (—OO, )\00,1).

Idee de la preuve: principes de comparaison combines avec un resultatde S. Alama
et G. Tarantello (Math. Z., 1996) pour le probl€he elliptique associe avec une
condition de Dirichlet.

Remarque. Notre cadre inclut le cas o) = 0 sur 0€2 [ competition 0 - (+00) sur
le bord].
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Unicite de la solution explosive et comportement asymptotique

DeGnition (Karamata, 1930). Soit D > 0et R : [D,00) — (0, +00) une
fonction mesurable. On dit que R a une variation reguli€i d’indice p € R si

limy 0o R(&u)/R(u) =EP,VE > 0.
Notation: R € Rp.

Soit IC I'ensemble des fonctions k : (0, I/) ( ) (pour un certain V), de

1 | N > a |
classe U, croissantes, t. q. limy_, g+ ( ) = {;,pour?t =0, 1.

Exemples. Soit S € C[D,00) t.q. S € R, with p > —1. Alors

a) k(t)=exp{-S(1/t)} Vt<1/D =k € K,avecl; =0.
b) k(t)=1/S(1/t) Vt<1/D =5k e K, avecl; =1/(g+2) € (0,1).
c) k(t)=1/InS(1/t) Vt<1/D =k € K,avecty = 1.
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Remarques.

HWke kK= /{,=0, £, €[0,1].

2)Soit S € C[D, 00). Alors 8" € R, with p > —1 <= 3C >0, B > D tq.
S(u) = CuPtlexp {fg ylt) dt},‘v’u > B, oty € C[B, ) et

t
limy oo y(u) = 0.

3)Sif € Cl, f > 0etlapplication f(u)/u estcroissante sur (0, 00) alors les

conditions suivantes sont equivalentes:
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De plus, dans chacun de ces cas, p > 0.

4) p > 0 = condition de Keller-Osserman. La reciproque n’est pas vraie:
fu) = uln4(u +1). Ty a des cas o€ = 0 etla condition (K-O) estsatisfaite.
Ex.: f(u) =wu, f(u) =uln(u+1).

Theoréhe 2. Supposons f’ c Rp, p > 0et
b(z) = ck?(d(z)) + o(k*(d(z))) sid(z) =0, ¢>0, k€ k.

Alors Va € (—OO, )\00,1), le probléke (P) admet une unique solution explosive
Ug - De plus,

lim

d(z)—0 h(d(x))

Ual®) _ oo (_2 +lip ) He

c(2 + p)

ds

/h(t) \/T(S) :/0 k(s) ds, Vi€ (an)-
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Un autre probléle d’explosion

/

Au+au = b(z)f(u)  dans Q\ Qp,
Bu =20 sur Of) ,

| u=o00 sur 0€)g ,

otBu := a(x)0,u + B(x)u, a, 8 > 0,a+ 5 > 0.

o f € CH0,00), f >0, f(u)/uestcroissante sur (0, 00). De plus, on suppose
quilexiste ¢ > 0,t9 > 1tq. f(&t) < EMCF (1), VE € (0,1),VE > to /¢
(= condition de Keller-Osserman).

Exemples: (i) f(u) = uP, p > 1;
(i) f(u) = uPIn(u +1),p > 1;

(i) f(u) = uP arctanu, p > 1.
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Theoréle 3. Supposons que
b(zx) =ck(d(x)) +o(k(d(x))) sid(z) =0, ¢>0, keK.

Alors Va € R, le probléke (P) admet une unique solution explosive u,. De plus,

U (T)

d(z)—0 h(d(x))

lim

= &9 > 0.
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Un resultat de multiplicite pour des fonctionnelles localement Lips chitz

periodiques

e X =espace de Banach reel, Z un sous-groupe discretde X (ie.,

infzéZ\{O} HZH >0), f € L’iploc(X, R).

De6nition. (i) f : X — R est Z-periodique si f(x 4+ z) = f(x),
Vee X, z€ Z.

(ii) Un point 4 € X estun point critique de f sifo(u; v) >0,Vv e X.

flw+ ) — fw)

fo(u; v) = lim sup

AN0

: veX.

Theoréhe 1. Soit f € Lipoc(X, R), Z-periodique, bornee inferieurement et qui
satisfait la condition de Palais-Smale (PS)Z. Alors f a au moins . + 1 orbites

critiques distinctes, o€l estla dimension de 'espace vectoriel engendre par Z.
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Application: probléle du pendule

" (t) + f(t) € [g(z(t)), g(=(t))]
z(0) = z(1),

felP0,1),p>1;
® (gcC LOO(R);
o [Mg(t)dt=[) f(t)dt=

g(u) = li{% essinf{g(u); lu—v| < e} g(u) = li{% esssup{g(u); lu—v| < &}

Theoréie 2. Le probléhe (P) a au moins deux solutions distinctes dans l'espace

X :=H,(0,1) ={z € H'(0,1); z(0) ==z(1)}.
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Deux approches paralléles d’un problébe non lineaire dans RN

—Au+bz)u = f(z,u) dans RV,

o f reguli€k, sous-critique, super-lineaire; b > by > 0 dans RN

E = {u :RY - R; /RN(|Du|2 + b(z)u?) < oo} .

Probléhe 1. Trouver u € F t.q.

& 1
— Z Dj(a;;(z,u)D;u) + 5

i,j=1 1,7=1

( A;5 = Qyjj
a;j(z,") € CY(R) pp. zeRY
| aij(@,u)s, G (w,u)s € LO(RY x R) ;

21



Jv >0 telque Z aij(x,u)s&€; > 1/|§|2p.p. zeRY VseR, Ve eRY

2,J=1

be L2 (RY)Ib >0 telque b(z) > b

ess lim b(z) = +o00.
|z|— 00

( f:RY x R — R estune fonction de Caratheodory

f(z,00=0 ppzeRY
| 0 < uF(z,s) <sf(z,s) Vs>O0ppzecRY.
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Ve >0 3f. € L™= (RY) tel que
\f(m,s)\ §f5($)+8|8|% VSERetp.p.:CGRN.

) 2N
2N+ (2—-N)§
F(z,s) < G(z)|s]° +Cls|* VseR, pp.zeRY.

3C >0, 35€(2,2%), 3G e LICRN), ¢(5)

Theoréhe 1. Le probl€ke (P;) admetau moins une solution positive dans F.
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Probléke 2. Trouver u € F t.q.
—Au+b(z)u € [f(z,u), f(z,u)]  dans R". (Ps)

flz,s) = lir% essinf { f(x,t); |t — s| < e}

f(x,s) = lin% esssup { f(x,t); |t —s| < e}.

g

o f:RY xR — R mesurable t.q. |f(z,s)| < C(|s| + |s|P), p.p.
(z,8) e RY xR, 1 <p < (N+2)/(N—2).

o lim.\ o esssup {‘@ - (z,8) € RN x (—6,8)} = 0.

e Ipu>2tq.0<pF(z,s) <sf(z,s)pp. (z,8) € RN x [0, +00).

Theoréhe 2. Le probléke (Ps) admetau moins une solution positive dans F.
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Resultats d’existence du type Hartman-Stampacchia pour les inegalites

hemivariationnelles

e V = espace de Banach re Aexif in@hi dimensionnel t.q. 37" : V — LP(£, Rk)
lineaire et continu, ol < p < 00, k > 1, et {2 est un ouvert borne de RN,

e KCV,A:K—=V* j=7j(,v) : QxR — R une fonction de
Caratheodory qui est locale ment Lipschitz par rapport 4Ha de uxi€le variable et t.q.
ks € L1 (Q,R), Jhy € L®(Q, R):

2| < ha(z) 4+ he(2)|y|P~", pp.z€QVyeRF 2€dj(z,y).

Notation. T'u = .
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Probléke (P) Trouveru € K t.q. Vv € K,

(Au,v—u>—|—/ '

Q

Theor€he 1. Supposons que lensemble K estferme, borne et convexe et que
Poperateur A : K — V™* est monotone et demi-continu sur ' N K, pour chaque

sous-espace €hi dimensionelde V. Alors (P) admetau moins une solution.

On montre aussiplusieurs resultats d’existence pour des inegalites

variationne lles-he mivariationnelles du type: trouver 4 € K telque Vv € K,

(Au— f,0—u)+®B(0) — B(u) + / 7@,y (u(@)); 7 (0(z) —ulz)))du > 0.

T
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Perturbation d’une inegalite hemivariationnelle symetrique avec contrainte

®ay,as : H& () x H& () — R bilineaires, symetriques et continues;
B, B> : H& (Q) — H& (€2) operateurs lineaires, auto-adjoints et coercifs.

Sg’b = {(’017’02) c H&(Q) X H&(Q) : a(Bl’Ul,’Ul) -+ b(BQ’UQ,U2) — ?“2}.

0j: QO xRY = Rtq. j(z,-) estlocalement Lipschitz et j (2, —y) = j(x,y),
p.p. T € Q,‘v’y c RV,

eJ0 € LP%(Q), p € Rtq. |z| <O(x)+ p|y\p_1, pour p.p.
(z,y) € Q x RY etchaque z € Oyj(z,y).

o (A1, As) : HY(Q) x HIQ) — H-1(Q) x H-1(),

(A1, A2)(u1,u2), (v1,v2)) = a1(u1,v1) + az(uz, v2)
e A: HY Q) x H}Q) - H Q) x H1(Q),

(A(u1,u2), (v1,v2)) = a(Byruy,v1) + b(Baus, v2).
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o g:Q xRY — R fonction de Caratheodory, localement Lipschitz par rapport 4B
la deuxi€hhe variable et quine satisfait aucune hypothéEe de parite.

e 30, € LP/P=1)(Q), 6, € L>(N) t.q.

2| < 01(x) + O2()|yP~t, pp. (z,9) € QxRN V2 € d,g(x,y).

Probléke. Pour ¢ € H_l(Q), trouver (’u,l, u2) S H& (Q) X H& (Q) et
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()\1, )\2) c R? t.q.

,
a1(u1,v1) + az(uz, v2)+ < @, v1 > + < P, v2 > +

/{Jy (u1 —u2)(x); (v1 — v2)(z))+

gy('f'v7 (ul — Ug)(iL‘), (’Ul — UQ)(QZ))}de Z
> )\1(B1u1,vl)v + )\Q(Bgug,vQ)V7 Vv, € H&(Q),

a(Blul, U1> + b(BQ’U,Q, ’U,2> = 7“2.

\

Theoréke. Pour chaque n > 1, ilexiste d,, > 0 t.q. si ||¢HH—1 < 0, et
H91HLp/(p_1) < Op, ||92||Loo < d,,, alors le probléhe (Pr,a,b) a au moins N
solutions distinctes.
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