INTRODUCTION

Les travaux présentés dans ce mémoire portent sur certaines classes d’équations ou
d’inéquations elliptiques non linéaires et s’organisent autour de quatre themes principaux:
I’étude de propriétés qualitatives de solutions des problemes elliptiques semi-linéaires et
quasi-linéaires; ’analyse de solutions qui explosent a la frontiere pour quelques classes
de problemes elliptiques semi-linéaires; I’étude de problemes elliptiques non lisses via les
théories de point critique de Clarke et Degiovanni, ainsi que le role des inégalités hemivari-
ationnelles dans le traitement de quelques problemes de mécanique.

Dans la premiéere partie sont présentés quelques résultats qualitatifs pour diverses classes
d’équations aux dérivées partielles elliptiques. On prouve en particulier 'existence et
I'unicité de 1'état fondamental pour un probléeme dans R”, I’existence d’une solution pour
une classe de problemes avec donnée au bord singuliere, un résultat de multiplicité pour
un probléme sous critique sans compacité soumis a une petite perturbation, ainsi que des
résultats d’existence ou de non existence pour un probleme de bifurcation avec une donnée
non linéaire sur le bord.

La deuxieme partie porte sur ’étude de quelques classes de problemes elliptiques semi-
linéaires sur un domaine quelconque qui admettent des solutions explosant au bord (ou &
'infini). Notre analyse inclut I’équation logistique avec un coefficient qui peut s’annuler
sur la frontiere; dans ce cas on établit une condition nécessaire et suffisante pour I’existence
d’une solution explosant au bord ainsi que I'unicité et le comportement asymptotique de
cette solution.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude de quelques problemes elliptiques multivo-
ques. On démontre un résultat abstrait de multiplicité du type Ljusternik-Schnirelmann
avec application dans le probleme du pendule forcé. Ensuite on étudie parallelement un
probleme sans compacité en utilisant les approches de Degiovanni et de Clarke. On con-
sidere aussi un probleme symétrique soumis a une contrainte et avec une infinité de solutions
et on étudie l'effet d’une perturbation arbitraire en montrant que le nombre de solutions
tend vers l'infini si la perturbation tend vers zéro. On étudie également plusieurs résultats
d’existence et de multiplicité pour des inégalités hemivariationnelles dans BV (Q; R"). On
conclut ce chapitre avec un résultat de multiplicité et de perturbation pour une inégalité
variationnelle qui modélise le démarrage d’un tremblement de terre.

Dans la derniere partie de ce mémoire on analyse quelques problemes issus de la théorie
des inégalités hemivariationnelles. On prouve des résultats d’existence du type Hartman-
Stampacchia et on étudie l'influence d’une perturbation arbitraire pour plusieurs classes
de problemes aux valeurs propres pour des inégalités hemivariationnelles avec symétrie.

Tous ces problemes conduisent a des équations, systemes ou inéquations posés dans des
domaines bornés ou non bornés. On cherche des estimations a prior: et des théoremes de



compacité et les principaux outils appliqués sont la méthode de sur et sous solutions, le
principe du maximum et la théorie du point critique.

1 Problemes elliptiques semi-linéaires et quasi-linéaires:
existence et unicité des solutions

1.1 Existence et unicité de I’état fondamental pour un probleme
elliptique avec une non linéarité singuliere

On considére le probleme

—Au = p(z)f(u) dans RY
(1.1) u>0 dans R"
u(r) - 0 si |z|— o0,

ou N > 2 et les fonctions p et f satisfont les hypotheses:
(p1) p € Cit (RY), @€ (0,1);

(p2) p > 0 dans R",

(p3) /7“ - ®(r)dr < 0o, ot ®(r) = maxp(x).

" |z|=r
(f1) il existe B > 0 tel que I’application u — f_(f) soit décroissante sur (0, 00);
U
(f2) li{% J(u) = 400 et f est bornée dans un voisinage de +oc.
u U

THEOREME 1 Sous les hypothéses (f1), (f2), (p1)-(p3), le probléme (1.1) a une seule
solution u € CEF*(RN).

loc

Le résultat suivant montre le role de la condition (p3) en vue de 'existence d’une
solution.

THEOREME 2 Soit p une fonction positive, radiale, continue sur R" et telle que
o
/ rp(r)dr = oo.
0

Alors le probléme (1.1) n’a aucune solution positive radiale.

1.2 Solutions multiples d’un probleme sous-critique dégénéré
Soient N > 2 et 2 < p < 2*:=2N/(N — 2). On consideére le probléme
(1.2) —div (a(z)Vu) + b(z) u = K (2)|ul’ *u+cg(z) dans RV,

ou les fonctions a, b, K et g satisfont les hypotheses
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(A1) a€ C(RY) et il existe Ry > 0 tel que

1
{z; a(z) =0} C B(0,Ry) et L€ LY(B(0, Ry)), pour un certain
> Np ;
17 ON+2p—Np’
A2)  lim a(z) = a(oc) € Ry et 0 < a(x) < a(co) dans RV ;

|z| =00

(
(B) ess | l‘im b(z) = b(oo) € R, et il existe by > 0 tel que b; < b(z) < b(o0) a.e. RN
T|—0o0
(K) ess lim K(z) = K(o0) € Ry et K(z) > K(co) a.e. dans R";

|z|—o00
(M) meas ({z € RY; b(z) < b(oo)}U{z € RY; K(z) > K(c0)}) > 0.
Soit E le complété de C5°(RY) par rapport & la norme

lull, = [ (a(@) [ Vul? + b(z)ud) da.
RN
On suppose que g € E*, g # 0.

L’effet d’une petite perturbation pour un probleme elliptique semi-linéaire a été étudié
dans Tarantello [49], ot il est montré que si € est assez petit, alors le probleme (1.2) admet
au moins deux solutions dans le cas critique p = 2* et non-dégénéré a = 1, pour un domaine
borné, avec b =0 et K = 1.

En utilisant le principe variationnel d’Ekeland ainsi que le théoreme du col sans la con-
dition de Palais-Smale (voir Brezis-Nirenberg [6, Theorem 2.2]) combiné avec une variante
du lemme de Brezis-Lieb [5] on montre

THEOREME 3 Sous les hypothéses (A1), (A2), (B), (K) et (M), il existe €g > 0 tel que
le probléme (1.2) admet au moins deux solutions, si 0 < & < &.

1.3 Solutions multiples d’un probleme critique dégénéré

Soient © un ouvert de RY, N > 2 et o € (0,2). On désigne par H}(; |x|*) la fermeture
de C'*(Q) par rapport a la norme

Iclle= ([ eieiveras) " vee cr@)

Soit H~(£; |z|%) 'espace dual de Hy (€; |z|®) et soit E, le cone positifde E = H~(Q; |z|%).
On considere le probleme

(1.3) u>0, u#0 dans Q,

—div (|z|*Vu) = [u[*?u+ f dans Q,
u=>0 sur OS2,

ol 25, = 2N/(N—2+a) et f € H *(Q;]z|*). On observe que ce probleme devient dégénéré
si 0 € Q ou si Q est non-borné.
On définit

s2(Q) =1im S, (2N B,) sX(02) = lim S,(Q2\ B,).

r—0 r—00

il



On dit que © C RY satisfait la condition C si © est un cone de RY, ou Q@ = RY, ou

S,(Q) < min{s?(Q),s2(Q)}.

«

On démontre le résultat suivant de multiplicité.

THEOREME 4 Supposons que Q satisfait la condition C. Alors, pour chaque g € E,
il existe 9 > 0 tel que pour chaque 0 < ¢ < &g, le probléme (1.3) avec f = eg admet au
moins deux solutions.

1.4 Problemes quasi-linéaire avec condition aux limites non linéaire

Soit € R" un domaine non-borné avec frontiere réguliere I' et soit n le vecteur unité de
la normale extérieure sur I'. On considere le probléme aux limites

(4) { —div (a(z)|VulP 2Vu) = Mf(x)|u’ *u + g(z)|u|” >v  dans €,

a(x)|VuP?Vu - n+ b(x) - |[uf’ *u = h(z,u) sur T,

oﬁp<q<p*:NN—_’;)sip<N(p*:—f-oosipZN),0<a0§a€L°°(Q)etb:F—>Rest
une fonction continue telle que

c C

T =" S

ou ¢ et C sont des constantes positives.
Soit A : I' x R — R une fonction de Carathéodory telle que
(A1) |A(z, s)| < ho(z) + hi(z)|s|™ Y g <m < % sip< N (g<m< +ocosip>N),

oith; : I' = R (i = 0, 1) sont des fonctions mesurable qui satisfont hy € L™ (™=D(T; wé/(lfm)),
0 < h; <Crws p.p. dans I,

ou Cp > 0, avec w(z) = (1 + |z))* = € T et —N<oz<m-%—N+lsip<N
(=N <a<0sip>N).
On suppose aussi que
h(z, s)
A2) lim ————
(A2) 288 s
(A3) il existe pu € (p, q| tel que

=0 uniformément en z

uH(z,s) < sh(z,s) p.p. ¢ € [ et pour chaque s € R

(A4) il existe un ouvert ) # U C T tel que H(z,s) > 0 pour (z,s) € U x (0,00), ol
H(z,s) = [ h(z,t)dt.
0

Soit C$°(Q2) 'espace des fonctions C$°(R™N) restreintes & et soit E le complété de
C$°(Q) par rapport & la norme

1/p
|u||g = (/ <|Vu(a;)\1’ + uﬁwm(x)‘l’) dx) :

Q
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Soit
[a(z)|VulPdx + [ b(z)|ul? dT
Q P

A=

inf
webs uto [ F@)|ulp dz
Q

On montre les résultats suivants

THEOREME 5 Supposons que les conditions (A1)-(A4) soient satisfaites. Alors, pour
chaque )\ < ), le probléme (A) admet au moins une solution non-triviale.

THEOREME 6 Supposons h(z,s) = 0 et ¢ > 2. Alors, pour chaque A < ), le probléme
(A) admet une infinité de solutions.

On considere maintenant le probleme non linéaire aux valeurs propres

(B) { —div (a(z)|VulP>Vu) = Af(2)|uP*u + g(z)|u|? *u], dans

a(z)|VulP~>Vu - n + b(z)|ulP~u = Mh(z,u), sur .
On montre

THEOREME 7 Supposons que les hypothéses (A1) et (A3) soient satisfaites. Soit d un
réel tel que 1/d n’est pas une valeur propre X\ pour le probléeme (B) et satisfaisant

d>i.
A

Alors il existe p > 0 tel que pour chaque r > p > P, le probléme (B) admet une solution
(u, A) = (ug, N\g) € E x R, telle que

1 1
d+ 12 fJually"™ " d + p? [|ually"™

Ad €

1.5 Résultats d’existence et de non-existence pour un probleme
quasi-linéaire avec conditions aux limites non linéaires

Soit © € R" un domaine non-borné avec frontiere réguliere I' et soit n le vecteur unité de
la normale extérieure sur I'. On considere le probléeme

—div (a(z)|VulP2Vu) + h(z)u"~' = f(\,z,u) dans Q,
(Iag) S a(@)|VulP~>Vu-n+b(z) - w*~" =0g(z,u) sur T,
u>0, u#0 dans (),

oll
N
1<p<N, max{p,2}<r<p*::;;_p
a € L>®(Q), a(z) > ay >0 p.p. T €Q
¢ C
eyt =" = Tt p.-zel,oue C>0.
(1+|(L‘|)P—1— (x)_(1+|33|)1’—1’ pP-p- T ouc



7‘/ (r—q)

G d:v<oo.

h:Q — (0,00) est continue et /

On suppose que g : I' x R — R est une fonction de Carathéodory telle que
(gl) ¢(-,0)=0, g(z,s)+g(x,—s) >0 p.p. x € F et pour chaque s € R;
(g2) lg(z, 8)| < go(z) +g1(z)[s|™; p<m<p- , Oll g; sont non-négatives, mesurables
et telles que

0 < gi(z) < Cy(1+ [2)® p.p., go € L™ D(T; wy/ ™),

ou —N <oy <m- p — N +1.
On suppose que f()\,x, s) : (0,00) x Q2 x R — R est une fonction croissante en \,
mesurable en z, dérivable en s et qui satisfait
(f1) f(-0)=0, f(A\z,8)+f(\z,—5)>0 VA>0, pp.z €, Vs €R;
(f2) |fs(\,z,8)] < Ad(x)|s]97? avec r > g > max{p,2}, VA >0, p.p. z € Q, Vs € R, ou
¢ > 0 est une fonction mesurable telle que
0 < d(z) <cpwi(z) p.p.ze€Q;

f(A\ z,s)
f3) lim ——————
(3) Tim i (z)|s]125
(f4) [f(A,z,8) — fF(A2,z,8)] < |A — Aa|vb(z)[s]97, VAL, A >0, pp.z€Q, Vs € R, ou
1 > 0 est une fonction mesurable telle que

=1 uniformément par rapport a z et A;

0 <9Y(z) < Crwi(z) p.p.z€.

On démontre que, sous ces hypotheses, ont lieu les résultats suivants

THEOREME 8 II existe 6, 0* et \* > 0 tels que le probléme (1,4) n’admet aucune
solution si 0, < 0 < 0* et 0 < A < A\*.
On définit maintenant

U={u€X:/G(:E,u)dF<0}, V:{ueX:/G(x,u)dF>O}

et
[l , [l
S | — gt — inf — b
o ilelgpr(x u) dl”’ 52foG(x,u) dr
r
SiU =0 (resp. V =0) alors §_ = —oo (resp. 7 = +00).
On montre

THEOREME 9 Soit § = max{6,,0_}, & = min{6*,0"} et supposons que J = (0,0) # 0.
Alors il existe Ag > 0 tel que

(i) le probléme (1,4) admet une solution si A > X\ et 6 € J;

(ii) le probléme (1)) n’a aucune solution si0 < XA < Ao et 0 € J.
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2 Problemes elliptiques singuliers: existence, unicité
et explosion des solutions

2.1 Problémes avec donnée au bord singuliére

Soit 2 un ouvert regulier de RY, Q # RY. On considére le probleme

Au=p(z)f(u) dans Q,
(2.4) u>0, uz0 dans 2,
u(z) = oo si dist (z,0Q) — 0.

Ce type de probleme fait actuellement ’objet de nombreux travaux portant sur I’existence,
I'unicité et le comportement asymptotique des solutions au voisinage de la frontiere. Les
premiers résultats d’existence ont été obtenus par Keller [31] et Osserman [40]. Ils ont
prouvé que si 2 est borné, p = 1 et f € Lip,.(2), f croissante, f(0) = 0, alors une
condition nécessaire et suffisante pour I'existence de solutions est

AWF1W0ﬁ<+m, o F'(t) = f(1).

Dans le cas particulier p = 1 et f(u) = u¥*2/V=2) N > 2 qui apparait dans de nombreux
problémes géométriques, Loewner et Nirenberg [32] ont étudié les questions d’unicité et
de comportement asymptotique. Bandle et Marcus [2] ont étendu ces résultats a d’autres
nonlinéarités, comme f(u) = u?, p > 1.

On suppose que f satisfait

(f1) feC0,00), f/>0, f(0)=0et f> 0sur (0,00)

ainsi que la condition de Keller-Osserman

(f2) /wmrwﬁ<m,ouF@:/ﬂ@m

La fonction p est continue, non-négative et peut s’annuler dans des sous ensembles de
) qui ne touchent pas la frontiere de €. Si ) est borné, on suppose que

(pl) pour chaque zy € Q avec p(xy) = 0, il existe zy 3 Qy CC Q2 tel que p > 0 sur 9.
Dans ce cas on montre

THEOREME 10 Supposons les hypothéses (f1), (f2) et (p1) soient satisfaites. Alors le
probléme (2.4) a au moins une solution.

Si Q = RY on démontre un résultat similaire, mais avec la condition (pl) remplacée
par une condition adaptée au cas non-borné. Si 2 # R est un ouvert non-borné, Marcus
[33] a construit une solution de (2.4) qui tend vers zero a l'infini et qui, de plus, est la
solution explosive minimale du probléme (2.4). Nous montrons que si = R \ B(0, R),
alors le probleme (2.4) admet deux types de solutions explosives, selon leur comportement
a l'infini: la solution de Marcus et une autre solution U telle que U(x) — +oo si |z| — oo.
De plus, la solution U est maximale parmi toutes les solutions larges du probleme (2.4).
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2.2 Problemes d’explosion pour 1’équation logistique

Soit © € RY (N > 3) un ouvert borné régulier. On considere le probleme

(2.5) Au+ au = b(x) f(u) dans €,

ol a est un réel et b € C%*(Q), 0 < u < 1, tel que b >0 et b Z 0 sur Q. Soit
Qo =int{z € Q: b(z) =0}

et on suppose que 2y C Q et que 09 satisfait la condition du cone extérieur. La non-
linéarité f € C*[0, 00) satisfait
(A1) f>0et f(u)/u est croissante sur (0, c0).
() [ b . on F(t)= /tf(s) ds.
1 F(t) 0

Soit Aso, la premiere valeur propre de (—A) dans Q. On considére A1 = 400 si
Q() = @

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour ’existence d’une
solution explosive pour 1’équation (2.5).

THEOREME 11 Supposons que f satisfait les conditions (A;) et (Ay). Alors le probléme
(2.5) admet une solution explosive positive si et seulement si a € (—00, Moo 1)-

On remarque que dans le résultat ci-dessus b peut s’annuler sur 02 ou méme b = 0 sur
0f). On repond ainsi a une question posée par le Professeur Haim Brezis en mai 2001.

On considere maintenant le probleme

Au+au=b(z)f(u) dans Q\Qq,
(2.6) Bu =0 sur 0€),
U = 400 sur 0€2,

ou b > 0 sur 0f2 et B signifie une condition de Dirichlet, de Neumann ou de Robin.
On démontre que le probleme (2.6) admet des solutions maximales, pour n’importe
quel valeur de a. Plus précisement, on a

THEOREME 12 Pour chaque a € R, le probléme (2.6) admet une solution maximale et
une solution minimale.

On montre aussi que, sous des hypothéses supplémentaires, le probléme (2.6) admet
une solution unique.

Parmi les non-linéarités qui satisfont les hypotheses de nos résultats on cite

(i) flu) =wP, p>1; (ii) f(u) =vwPln(u+1), p > 1; (iii) f(u) = vP arctanu, p > 1.

2.3 Solutions explosives a ’'infini pour les systemes elliptiques

On considére le systéeme

(2.7)

{ Au=p(z)g(v)  dans RY,
Av =q(z)f(u)  dans RV,
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ol p,q € Co2(RM) (0 < o < 1) sont des fonctions non-négatives et & symétrie radiale. On

suppose que f,g € Clo(;f [0,00) (0 < B < 1) sont des fonctions non-négatives et croissantes.
Soit

G ={(a,b) € R* x R"; (3) solution radiale de (2.7) telle que (u(0),v(0)) = (a,b)}.

On montre

THEOREME 13 Supposons que

1imM=0 Ve > 0.

t—00 t

Alors G =R*" x R™.
De plus,

i) Si

/ tp(t) dt = / tq(t) dt = +oo,

0 0
alors toute solution radiale positive de (2.7) explose & 'infini.
ii) Si
/ tp(t) dt < oo, / tq(t) dt < oo
0

0

alors toute solution radiale positive de (2.7) est bornée. Si (1, 0) sont deux solutions radiales
positives de (2.7), alors il existe une constante C' telle que, pour chaque r € [0, 00),

max {[u(r) —a(r)], [v(r) — 9(r)[} < C max {[u(0) — w(0)], |v(0) — v(0)[}.

Supposons maintenant que f, g € C'[0, c0) satisfont
(H1) f(0) = g(0) =0, liminf, oo £ =: 0> 0

ainsi que la condition de Keller-Osserman

(Hy) /100 Z’t(t) < oo, ou G(t) :/Otg(s) ds.

Dans ce cas on montre

THEOREME 14 Soient f, g € C'[0,00) qui satisfont (Hy) et (Hz). Si

/Oo tp(t) dt < oo, /oo tq(t) dt < oo,
0 0

alors toute solution radiale (u, v) de (2.7) avec (u(0),v(0)) € F(G) est une solution explosive
a I'infini.
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2.4 Unicité de la solution explosant au bord pour équations lo-
gistiques avec absorption

Soit 2 € RN (N > 3) un domaine borné et régulier, a un parametre réel et b € C%# (%),
pwe (0,1),b>0,b0dans Q. On considere 1’équation logistique
(2.8) Au + au = b(x) f(u) dans Q,
ou f € C0, 00) satisfait
(A1) f>0et f(u)/u est strictement croissante sur (0, 4+00).

Soit

Qo:=int{z € Q: b(z) =0}

et on suppose que 0€) est régulier (éventuellement vide), Oy C Q et b > 0 sur Q\ Q. On
désigne par Ay 1 la premiere valeur propre (avec conditions de Dirichlet) de I'opérateur
(—A) dans €y, avec la convention A\ ; = 400 si Qy = 0.

On dit que u est une solution large (explosive) de (2.8) si u > 0 dans Q et u(z) — oo
si d(x) := dist (x,00) — 0.

Soit D > 0 et R : [D,00) — (0,400) une fonction mesurable. On dit que R a une
variation réguliere d’indice p € R (notation: R € R,) si lim, o R(&u)/R(u) = £°, pour
chaque & > 0.

Soit K I’ensemble des fonctions k : (0, ) — (0,+00) (pour un certain v), de classe C*,

t (4)
k(s)d
croissantes, telles que lim;_,y+ <7f0 k((i; 8) :={;, pour : =0, 1.

On démontre le résultat suivant.

THEOREME 15 Supposons que la fonction f satisfait la condition (A;) et que f' est une
fonction a variation réguliére d’indice p # 0. De plus, on suppose que le potentiel b vérifie

(B) b(x) = ck*(d(z)) + o(k*(d(x))) sid(z) — 0, avec c > 0 et k € K.

Alors, pour chaque a € (—00, Ax,1), I’équation (2.8) admet une unique solution explo-
sive u,. On a, de plus,
Uq (2)

o hd(@))

2 g I/P
ou &y = +hp et la fonction h est définie par
c(2+p)

s, Vte(0,v).

o  ds ¢
/h(t) 7\/%:/0 k(s) d

2.5 Comportement asymptotique de la solution explosant au bord
pour I’équation logistique avec absorption

On continue I’étude du probleme logistique

(2.9) Au+au=0b(z)f(u) dans Q, u(z) — oo sid(z) := dist (z,0Q) — 0,



sous les hypotheses de la section précédente.

Soit K I'ensemble des fonctions & : (0,v) — (0,00) (pour un certain v), de classe C?,
croissantes, telles que limy ([ k(s) ds/k(t))® := £;, pour 4 =0, 1.

Soit RV, (¢ € R) I'ensemble des fonctions positives et mesurables Z : [4,00) - R
(avec A > 0) telles que lim, o Z(&u)/Z(u) = &9, V€ > 0. On désigne par NRV, la
classe des fonctions f définies par f(u) = Culexp {5 &#(t)/tdt}, Yu > B > 0, ou C > 0
et ¢ € C[B,o0) satisfait lim;_, #(t) = 0. Supposons que 0 < f € C'[0,00) N NRV, 4
(p > 0) est telle que f(u)/u soit strictement croissante sur (0,00) et que b = 0 sur 9
vérifie b(x) = k*(d)(1 + o(1)) si d(xz) — 0, avec k € K. Alors, pour chaque a < Ay 1, le
probléme (1) admet une unique solution positive u, (voir Théoréme 15).

Pour chaque ¢ > 0, soit

no [k k) = dou [A()] " exp [ it (sA(s)) Hds| (u>di), 0< A€ Cdy,00),
0 limy, o0 A1) = limy 0o uA'(u) = 0, lim, o u¢T A (u) =2, € R, dy, d; >0 |~

On a R C K. De plus, si k € Ry, alors 1 = 0 et lim;_,o k(t) = 0.

On définit les classes F,, = {f € NRV,;1(p>0): ¢ € RV, ou —p € RV}, sin €
(—p—2,0] et Fpo,r ={f € Fpo: limy,oo(Inu)"¢(u) = £* € R}, pour 7 € (0,00).

On démontre le résultat suivant.

THEOREME 16 On suppose que b(z) = k*(d)(1 + éd? + o(d’)) si d(z) — 0 (avec § > 0,
ceR),onk € Rye. Soit 0 < f e C0,00) telle que f(u)/u soit strictement croissante sur
(0,00). De plus, on suppose que f satisfait 'un des cas suivants de croissance a I'infini:

(i) f(u) = Cuf*! dans un voisinage de 'infini;

(ii) f € F,y avec n # 0;

(iii) f € Fpo,n avec 1 = w/(, ot w = min{6, (}.

Alors, pour chaque a € (—00, Ay,1), I'unique solution positive u, du probléme (2.9)
satisfait

ug(z) = &h(d)(1 + xd” + o(d”)) si d(z) — 0,

o & = [2(2+ p) ]V* et h est définie par [5,[2F (s)]?ds = [sk(s)ds, pour t > 0
suffisement petit. L’expression de x est donnée par

_ —(1 + ¢)€,(2¢) 'Heaviside(d — ¢) — ép'Heaviside({ — 0) = x1, pour (i) et (ii)
X= x1— 07 (—=ple/2)™ (1/(p+2) +1In&), pour le cas (ii).

2.6 Problémes elliptiques singuliers anisotropes

On considere le probleme

N—-1
(2 10) Z fz(u) Ugsz; T Uyy + p(x) g(u) =0, T €
) i=1
U= Oa T € 3Q,

o1 © C RY est un ouvert borné régulier et p est une fonction continue positive sur .
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On suppose que
(Hy)  fi,g:(0,00) = (0,00), 2 =1, N — 1 sont de classe C';
(Hy)  fi,i=1,N —1 est croissante sur (0,00) et g est décroissante sur (0, c0).
Soit
D={ye[0,f: 32" = (z1,...,25 1) tel que (z',y) € Q}.

Soit ¢ 'unique fonction positive définie par

P(y) 1 3
——dt = = (by — %), our chaque y € |0, /].
o/g(t) 2(yy)p que y € [0,/]
Alors
max(y) < max p(y) = 4,

yeD y€[0,]

ol A > 0 est défini implicitement par

A
/i dt = éﬂ?
59t 8

On impose aussi
(H3)  f] > 0 sur (0, A].
fifi

fl

Pour z € Q on deﬁmt les ensembles

*(z) € R, pour chaque i =2, N — 1.

(Cy) il existe hm

P,={2<i<N-1; Upg(x) >0} et N,={2<i<N—1; tpg(z) <0}

Notre premier résultat donne une condition suffisante pour I'unicité de la solution, si
on savait qu’au moins une solution existerait.

THEOREME 17 Supposons que les hypothéses (H;)-(Hs) et (Cy) soient satisfaites. Alors
il existe K1 = Ki(f1, g,p,Q) tel que si u est une solution positive de (2.10) qui satisfait

Z MiUg,z; + Z Mgz, + Uyy > —K;  sur Q

1€ P, 1€EN,

alors u est I'unique solution de (2.10).
Dans la suite on impose la condition
fi
C Ji
) 5

Dans ce cas on montre

=2, N — 1 est décroissante sur (0, c0).

THEOREME 18 Supposons que les hypothéses (H;)-(Hj) et (Cs) soient satisfaites.
Alors il existe Ky = Ks(f1,9,p,) tel que si u est une solution positive de (2.10) qui, de
plus, satisfait

U I
Ugz; + Z u Ug;p; T+ Z (Hlf f ) Ug,z; < Ky sur Q

i€EP; i€EN, 1

alors u est I'unique solution de (2.10).
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3 Problemes elliptiques non lisses:
théories de Clarke et de Degiovanni

3.1 Un résultat de multiplicité pour des fonctionnelles locale-
ment Lipschitz périodiques
Soit X un espace de Banach réel et f : X — R une application localement Lipschitz. Soit
Of (u) = {z* € X*; f°(u;v) > (2*,v), pour tout v € X}
le gradient de Clarke au point v € X, ou

fU(“Q U) = lim sup f(w + )‘U) - f(w)

w—Y )\ ’

AN0

veX.

Le point u € X est un point critique de f si 0 € df(u), c’est-a-dire f°(u;v) > 0, pour
chaque v € X.

Soit Z un sous-groupe discret de X, donc inf,c 5 (03 ||2]| > 0.

Une fonction f : X — R est Z-périodique si f(x + z) = f(x), pour chaque z € X et
z € Z.

Sim: X — X/Z est la surjection canonique est si x est un point critique de f,
alors I’ensemble 7! (7 (x)) ne contient que de points critiques de f. L’ensemble 7~ (7 (z))
s’appelle orbite critique de f.

On dit qu’une application localement lipschitzienne Z-périodique f : X — R satisfait
la condition de Palais-Smale (PS)z si, pour chaque suite (u,) de X telle que (f(u,)) est
bornée et ming-caf(u,) ||7*|| — 0, la suite (7 (u,)) est relativement compacte dans X/Z.

Notre résultat abstrait est

THEOREME 19 Soit f : X — R une application localement Lipschitz, Z-périodique,
bornée inférieurement et qui satisfait la condition de Palais-Smale (PS).

Alors f a au moins n + 1 orbites critiques distinctes, ot n est la dimension de ’espace
vectoriel engendré par Z.

Comme application de ce théoréme on résout le probleme multivoque du pendule forcé

(3.11) { f(/é?i 5((3 c l9(2(£)), g (®)]  p-p- t € (0,1)
(();.12) ferLr(0,1) pour p>1

(3.13) ge L), glu+T)=g(u) ou T >0, pp. ueR
(3.14) /OTg(t)dt - /01 F(t)dt=0.

On a noté

g(u) = li\lg essinf{g(u); |u—v| <e} glu)= li\lgesssup{g(u); lu—v| <e}.
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Notre résultat d’existence est

THEOREME 20 Supposons que les hypothéses (3.12)-(3.14) soient satisfaites. Alors le
probléme (3.11) a au moins deux solutions distinctes dans ’espace

X :=H)(0,1) ={z € H'(0,1); z(0) =x(1)}.

3.2 Deux approches paralleles d’'un probleme non linéaire dans
RN
En appliquant le théoréme du col, Rabinowitz [42] a étudié le probléme sans compacité

—Au+b(z)u = f(z,u) dans R",

ol f est une fonction réguliere, sous-critique et super-linéaire et b > b, > 0 dans R™. Notre
but est de présenter deux variantes non lisses de ce problemes, en utilisant les théories de
point critique de Degiovanni et de Clarke.

Soit E l’espace de Hilbert des fonctions u : R® — R telles que ||[u||% := [g«(|Dul? +
b(z)u?) < oo. On suppose d’abord que l'opérateur linéaire (—A) est remplacé par un
opérateur quasi-linéaire et on cherche les solutions faibles positives © € E' du probleme

3aij

% > Os (z,u)DjuDju + b(z)u = f(z,u) z € R".

(3.15)— Y Dj(as(z,uw)Dyu) +

ij=1

On impose les conditions suivantes

aij = aji
(3.16) aij(z,-) € C'(R) p.p. z € R"
aij(z,u)s, %L(x u)s € L*(R" x R) ;

(317)Iv >0 telque > ay(z,u)s&&; > vlE]? pp.  €R", Vs €R, VEER”
inj=1
El,u€(2 2*), v € (0, —2) elque
B0 <53 Wi u)se, <y 3 ayln5)6E pp. w € R, V(s,§) €R xR
2,j=1 i,j=1
Soit b € L{S.(R") satisfaisant

(3.19) ess, l|im b(z) = +oo .
T|—00

{ 3b>0 tel que b(x)>b p.p. x€R"
On suppose que f(z,s) Z 0 et

f:R" xR — R est une fonction de Carathéodory
(3.20) f(z,0)=0 p.p.- z € R"
0 < pF(z,s) < sf(x,s) Vs >0 p.p. x € R".
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La fonction f a une croissance sous-critique, exprimée par la condition

2n_ n
(3.21) { Ve >0 3f. € L»+2(R") tel que

|f(aﬁ,$)\ng(aﬁ)—l-€|s\z_jg Vse€ Ret pp. x € R".

Pour chaque § € (2,2*) on définit ¢(d) = 5 et on suppose que

2n
2n+(2—n)
(3.22) JC >0, e (2,2), 3G e LR tel que
' F(z,s) < G(z)|s]° + C|s[* Vs e R, pp. € R".

On peut considérer aussi le cas 0 = 2 mais dans cette situation il faut supposer que ||G||,/2
est assez petit.
Notre résultat est

THEOREME 21 Supposons que les conditions (3.16)-(3.22) soient satisfaites. Alors le
probleme (3.15) admet au moins une solution positive dans E.

On considere ensuite le probleme multivoque

(3.23) —Au+ b(z)u € [f(z,u), f(z,u)]  dans R",

[y

ou

flz,s) = ll\I‘% essinf {f(x,t); |t —s| < &} f(z,s) = 1_1{% esssup {f(z,t); [t —s| <e}.

On suppose que f: R®” x R — R est une fonction mesurable telle que
(3.24) |f(z,8) <C(|s|+[s|”) pp- (z,8) e R" xR,

ouC >0etl <p< Z—’_Lg On ne suppose pas que f(z,-) est continue, mais si on
définit F(z,s) = [y f(z,t)dt, on observe que F' est une fonction de Carathéodory qui est
localement Lipschitz par rapport a la deuxiéme variable. On observe aussi que ¥(u) =
Jrn F(x,u) est localement Lipschitz sur E.

On impose aussi les conditions

(3.25) 21\1‘1(1) esssup { ‘ @

; (x,8) € R" x (—s,e)} =0
et il existe u > 2 tel que
(3.26) 0 < pF(x,s) <sf(z,s) p.p. (z,5) € R" x[0,400) .

Notre résultat dans ce cas est

THEOREME 22 Supposons que les conditions (3.19), (3.24)-(3.26) soient satisfaites.
Alors le probléme (3.23) a au moins une solution positive dans E.
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3.3 Perturbations d’un probleme non linéaire aux valeurs pro-
pres symétrique

Soit © ¢ RY un ouvert borné. Pour r > 0 fixé arbitrairement on considére le probléme
suivant: trouver (u, \) € H}(Q) x R tel que

f(@,u) € Li,,(Q),

loc

(3.27) —Au = Af(z,u) dans D'(Q),
/ |Du|?dx = .
Q

On suppose que f : 2 x R — R est une fonction de Carathéodory avec les propriétés
suivantes:

(f1) f(x,—s) = —f(z,s), p.p. sur Q et pour chaque s € R;

(f2) ilexiste a € L'(Q), b € Ret 0 < p < 2% (si N > 2) tels que

0< sf(z,5) < ale) +blsP,  Flz,5) < a(z) + blsf?,
p.p. sur §2 et pour chaque s € R\ {0}, ou F(z,s) = [; f(x,t)dt;

(f3) sup|f(z,s)| € L},.(Q), pour chaque ¢ > 0.
jsI<t

THEOREME 23 Supposons que les conditions (f1) — (f3) soient satisfaites. Alors le
probléme (3.27) admet une suite (tu,, \,) de solutions distinctes.
Ensuite notre objectif est d’analyser le probleme perturbé
f(x,u), g(w,u) € Liy(2)
(3.28) —Au = A(f(z,u) + g(z,u)) dans D'(Q),

/ |Du|*dx =12,
Q

ou g: {2 x R — R est une fonction de Carathéodory qui n’est pas nécessairement impaire
par rapport a la seconde variable. On suppose quand méme que ¢ satisfait

(91) 0 < sg(z,s) < a(zx) + b|s|P p.p. sur Q et pour chaque s € R\ {0};

(g2) sup |g(z,s)| € L},.(Q2), pour chaque ¢ > 0;
s|<t

(93) G(z,s) < Cy(1+|s/P), p.p. sur Q et pour chaque s € R, avec C; > 0, ou G(z,s) =
Jo g(, t)dt.

On démontre que le nombre de solutions du probléme perturbé (3.28) devient de plus
en plus grand si la perturbation est assez petite, dans un sens précisé ultérieurement. Plus
précisement, on a

THEOREME 24 Supposons que les conditions (f1)—(f3) et (g1)—(g3) soient satisfaites.
Alors, pour chaque entier n > 1, il existe &, > 0 tel que le probléme (3.28) admet au moins
n solutions distinctes si g est une fonction telle que la condition (g3) soit satisfaite pour
Cy =ep.
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3.4 Résultats de multiplicité pour une classe d’inégalités hemi-
variationnelles

Soit n > 2 et Q un ouvert borné et régulier de R™. Soit ¥ : R™ — R une fonction convexe
et paire telle que ¥(0) = 0, ¥(£) > 0 pour £ # 0. On suppose aussi qu’il existe ¢ > 0 tel
que ¥ (&) < cl€|, pour chaque £ € R™Y.

Soit G : 2 x RY — R une application qui vérifie les conditions

(G1) G(-,s) est mesurable, pour chaque s € R";
(G5) pour chaque t > 0, il existe ay € L'(Q) tel que
|G (xz,81) — G(x, $9)| < ay(x)|s1 — 2
pour p.p. = € Q et chaque s1, s, € RN avec |s;| < t;
(G3) il existe a € L'(Q2) et b € R tels que

|G(x,5)| < a(zx) +bls|”  pour p.p. z € Q et chaque s € RV ;

(G4) pour chaque € > 0 il existe a, € L'(Q) telle que

G°(z,5;—5) < a.(x) + e|s[*/ 1) pour p.p. x € Q et chaque s € RV .

On suppose aussi que la fonction G satisfait les conditions

(3.29) il existe @ € L'(Q) et b € L*(Q) tels que
' G(z,s) > —a(z) — b(z)|s] pour p.p. © € Q et chaque s € RY;
G
(3.30) (z,5) = +o0 pour p.p. ¥ € Q;
[s]—o0 |8|
(3.31) {s — G(=, s)} est paire pour p.p. z € 2.

Soit £ : L#-1(Q; RY) = R U {400} définie par

( a o Dus S
/\Il(Du )dx—i—/\ll <|Dus|> d|Du?|(z)+
Q Q
E(u) = +/\If°°(u Q@ v)dH" ! (x) siu € BV(Q;RN),
N
| +o0 si u € Lot (Q;RN)\ BV (Q; RY),

ou Du = Du®dzx + Du’ est la décomposition de Lebesgue de Du, |Du’| est la variation
totale de Du®, Du®/|Du?| est la dérivée de Radon-Nikodym de Du® par rapport a |Du?®|,
U> est la fonctionnelle de récession associée a ¥, v est la normale extérieure sur 0f2 et la
trace de u sur JS) est encore designée par u (voir [1]).

Le théoreme suivant est un résultat de multiplicité du type Clark [21].

xvii



THEOREME 25 Pour chaque entier k > 1 il existe A, tel que si A\ > Ay, le probléme

u € BV(Q; RY)

5(1})—5(u)+/ﬂG°(m,u;v—u)dfc2)\/Q\/%W-(v—u)d:r Vv € BV (; RY)

admet au moins k paires (u, —u) de solutions distinctes.
On impose maintenant la condition technique suplémentaire
il existe ¢ > 1 et R > 0 tels que
(3.32)
G°(z,s;8) < qG(z,8) <0 p.p. x € Q et chaque s € RY avec |s| > R.

On définit la fonctionnelle paire et semicontinue inférieurement f : L#(Q; RY) - RU
{+o0} par

f(u) =E(u) +/ G(z,u)dx.
Q
Sous ces hypotheses on montre

THEOREME 26 II existe une suite (uy) de solutions du probléme
u € BV(Q; RY)
E(w) — E(u) +/ G°(z,u;v —u)dx >0 Vv e BV(Q;RY)
Q

telle que f(up) — +o00.

3.5 Un probleme non linéaire qui modélise ’initiation des trem-
blements de terre

Soit © C R? un domaine régulier tel que sa frontiere se décompose en deux parties: la
frontiere extérieure I'y = 02 et une partie interne I' composée d’un nombre fini d’arcs
bornés. Soit

V={ve H(Q); v=0 sur [y}

et soit v : V — L*(T') Popérateur de trace. On définit le cone convexe fermé
K={veV; [v]>0surI},

ol [-] signifie le saut & travers I'. Soit 3 une constante positive et j(t) = —(t?/2, t € R.
Pour r > 0 fixé on définit

M = {UGV; /ude:rQ}.
Q
On étudie le probléeme suivant de valeurs propres:

trouver u € K N M et A\? € R tels que

(3:33) [ Vu- V- wde+ [ § (a@)iy(0() - v(u(@))) do+
/\2/QU(U —u)dx >0, Yv e K.
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On montre le résultat suivant de multiplicité:

THEOREME 27 Le probléme (3.33) admet une infinité de solutions (u, \?) et 'ensemble
de valeurs propres {\?} satisfait A3 := sup \? < +oo et inf \? = —oco. De plus, il existe
une solution (ug, \3) du probléme (3.33). L’application 3 — A\3(3) est convexe et

1o do+388) [ v do > B [ do, Ve e K,

On étudie ensuite l'effet d’une perturbation arbitraire dans le probleme (3.33). Plus
précisement, si € est un réel, on considere le probleme

trouver u. € K et A2 € R tels que
oy | [V Vo —udet [ G+ o) (@) (0(e) = () do+
M (v —u.)dz >0, K,
E/QU(’U ue)dr >0, Vv €

oue >0et g: R— R est une function continue arbitraire telle que

2(N -1
Jda>0,32<p< % tels que [g(t)| < a(l+ [t|P) , si N > 3;
da >0, 32 < p < 400 tels que |g(t)] < a(l + |t]P) , si N =2.
On démontre que le nombre de solution du probléme (3.34) devient de plus en plus grand
si la perturbation “tend” vers zero:

THEOREME 28 Pour chaque entier n > 1, il existe &, > 0 tel que le probléme (3.34) a
au moins n solutions distinctes (u, \?) si |e| < e,. De plus, A2, := sup{\?} est fini et il
existe une solution (uge, A\3.) du probléme (3.34).

4 FEtude des inégalités hemivariationnelles

4.1 Perturbation d’une inégalité hemivariationnelle symétrique
avec contrainte

Soit  un ouvert borné et régulier de RY et soient ay,ay : Hy(Q) x Hj () — R deux
formes bilinéaires, symétriques et continues. Soient By, By : H}(Q2) — Hy(Q) opérateurs
linéaires, auto-adjoints et coercifs. Pour a,b,r > 0, soit

Sﬁ’b = {(Ul,’Ug) € H&(Q) X H&(Q) : CL(Bl’Ul,Ul) + b(BQ’UQ,’UQ) = 7”2}.

Soit 5 : @ x RY — R telle que j(z, ) est localement Lipschitz. L’hypothése fondamentale
sur j est j(x, —y) = j(z,y), pour p.p. z € et chaque y € RY. On suppose que

(Hy) Tlexiste § € Lp-1(Q) et p € R tels que |z| < 0(z)+plyP~!, pour p.p. (z,y) € QxRN
et chaque z € 9,j(x,y).
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On définit application (A1, As) : H3 () x HJ(Q) — H~1(Q) x H}(Q) par la relation
(A1, Az) (u1, uz), (vi,v2)) = a1(u1, v1) + ag(uz, v2)
ainsi que P'application de dualité A : H}(Q) x Hy(Q) — H 1(Q) x H 1(Q) par
(A(uy,ug), (v1,v2)) = a(Biuy,v1) + b(Baua, v2).
On impose la condition de compacité
(Hs) Pour chaque suite {(ul,u2)} C S%° telle que u; —+ u; dans HL(), pour chaque
2t € 0f;(ul), tel que
(4.35) a;(ul, ul) + (28, ul )y — o; € R,
1= 1,2, et pour chaque w € L" 771 (2, RY) satisfaisant
(4.36) w(z) € 0yj(x, (u1 — u2)(z)) pour p.p. = € €,

tel que
[(A1, Az) = Ao - A] (ug, u7)
converge dans H~'(Q2) x H~(Q), olt

(4.37) o = r2(ag + ag + / (w(z), (1 — us)(2)) dz),

il existe une sous-suite convergente de (u),u?).

Soit ¢ : 2 x RN — R une fonction de Carathéodory qui est localement Lipschitz par
rapport a la deuxieme variable et qui ne satisfait aucune hypothese de parité. On impose

(H3) Tl existe 8, € LP/®=D(Q) et 6, € L>(Q) tels que
2| < O1(2) + b(2) [y,
pour p.p. (z,y) € Q x RN et chaque z € 9yg(z,y).

Pour ¢ € H'(Q2), on considére le probléme suivant: trouver (u;,us) € H}(2) x HJ(£2)
et (A1, A2) € R? tels que

[ ay(uy, v +a2(u2,vg)+<gb v >+ < P, v9 > +

+ / {35 (@, (1 = ) @); (01 = v2) @)+

(Prap) < gy( (ur — ug)(2); (v1 — v2)(x)) }dx >
> )\1(31U1, v1)v + Aa(Bausg, v2)v, YV v, v € Hy (),

a(Blul, U,l) + b(BQ’U,Q, ’LLQ) = 7"2.

Motreanu et Panagiotopoulos [36] ont montré que si g = 0 et ¢ = 0, alors le probleme
(P,4p) admet une infinité de solutions. Notre résultat est dans le méme esprit que le
théoreme 23 et montre que si les perturbations g et ¢ sont assez petites, alors le nombre
de solutions de ce probleme devient de plus en plus grand. Plus précisément, on a

THEOREME 29 Supposons que les hypothéses (Hy)— (Hs) soient satisfaites. Alors, pour
chaque n > 1, il existe 6, > 0 tel que, si ||p||g-1 < §, et si ||01]] prw-1) < On, ||02]|L0 < On,
alors le probléme (P, ,;) a au moins n solutions distinctes.

XX



4.2 Résultats d’existence du type Hartman-Stampacchia pour
les inégalités hemivariationnelles

Soit V' un espace de Banach reflexif infini dimensionnel tel qu’il existe 7' : V — L?(€, R¥)
un opérateur linéaire et continu, ot 1 < p < 0o, k > 1, et Q est un ouvert borné de R”.
Soit K CV,A: K — V*et j=j(z,y): 2 x R* = R une fonction de Carathéodory
qui est localement Lipschitz par rapport & la deuxiéme variable y € R* et qui satisfait la
condition

(j) il existe hy € L5-1(Q, R) et hy € L=®( R) tels que

2] < hi(z) + ho(z) |yt

pour p.p. & € Q et chaque y € R*, 2 € 9j(x,y). Soit Tu = 4, u € V. On étudie le
probleme
(P) Trouver u € K tel que, pour chaque v € K,

(Au,v —u) + /Qjo(ac,ﬁ(x); o(z) — a(x))dz > 0.

On montre plusieurs résultats d’existence pour ce probleme, dont on cite

THEOREME 30 Supposons que I’ensemble K est fermé, borné et convexe et que 'opé-
rateur A : K — V* est monotone et demi-continu sur F' N K, pour chaque sous-espace
fini dimensionel de V. Si j satisfait la condition (j) alors le probléme (P) a au moins une
solution.

On montre aussi plusieurs résultats d’existence pour des inégalités variationnelles-
hemivariationnelles du type: trouver u € K tel que

(Au= f,0—u) + @) = @) + [ (1@ 1(0(@) — u(@))du >0, Voe K.
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