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Prefata

Fenomene si procese reale dintre cele mai complexe au fost modelate mate-
matic prin intermediul ecuatiilor cu derivate partiale, care au devenit astfel
un instrument de lucru foarte util, capabil sa ofere date calitative si canti-
tative de mare utilitate despre fenomenul sau procesul modelat.

Studiul matematic abstract, folosind tehnici diverse provenite din analiza
matematica, analiza functionala, calculul variational sau statistica, a con-
dus la demonstrarea unor proprietati calitative, care au permis intelegerea
mai profunda a problemei. Oricit de interesante si utile s-au dovedit aceste
rezultate, ele nu au putut insa oferi decat in mica masura acele informatii de
ordin cantitativ, absolut necesare pentru integrarea intr-un ansamblu com-
plex, realizarea de previziuni in ceea ce priveste evolutia si imbunatatirea
performantelor procesului sau fenomenului considerat. Aceasta sarcina, ex-
trem de importanta si complexa, a revenit metodelor numerice.

Diferite metode de aproximare ale problemelor continue au fost propuse
atat de matematicieni cat si de ingineri, desi cu puncte de vedere de multe
ori diferite. Astfel, in timp ce primii au dezvoltat tehnici generale aplicabile
ecuatiilor diferentiale care descriu problema in ansamblul ei (diferente finite,
aproximari variationale), cei din urma au folosit o abordare mai intuitiva,
divizand problema in mici parti sau “elemente” care se comporta intr-un
mod mai simplu. Acest mod de studiu a fost de o mare importanta atat
conceptuala cat si computationala.

Cele mai vechi incercari de aproximare numerica a ecuatiilor cu derivate
partiale au avut la baza un proces de discretizare care consta din inlocuirea
derivatelor cu diferente finite. Din punct de vedere matematic, lucrarea
[9] a lui Courant, Friedrichs si Lewy din 1928 este primul dintre punctele
de reper obligatorii ale acestei directii de cercetare. Degi folosite si mai
inainte, diferentele finite apar clar in aceasta lucrare ca instrumente pentru
obtinerea unui sir convergent de aproximatii ale solutiilor unor probleme din
fizica matematica.

Pe de alta parte, In contextul metodelor variationale studiate la sfarsitul
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PREFATA

secolului al XIX-lea gi inceputul secolului al XX-lea in lucrarile lui Rayleigh
sau Ritz (de exemplu, [21] si [22]) s-au propus procedee de aproximare bazate
pe considerarea unor combinatii liniare finite de functii simple precum poli-
noame algebrice sau trigonometrice. Astfel, metoda discretizarii derivatelor
este Inlocuita de un proces de discretizare a spatiului in care se cauta solutia,
care este ales de dimensiune finitd gi cat mai simplul posibil.

Este greu de determinat originile metodei elementulu: finit si momen-
tul precis al inventirii ei. In 1943 Courant [8] introduce pentru prima
oara aproximari prin functii continue, liniare pe portiuni, asociate unei
triangulatii a domeniului. Este o idee care poate fi considerata ca precur-
soarea metodei elementului finit dar care nu a avut prea multe consecinte la
momentul respectiv. De fapt, se recunoaste astazi ca folosirea, promovarea
si perfectionarea metodei se datoreaza mai curand inginerilor decat matem-
aticienilor. Astfel, lucrari de pionierat au fost realizate de Turner, Clough,
Martin, Topp [26] si Argyris [2] in anii ’50. Termenul de “element finit”
apare pentru prima oara in lucrarea lui Clough [7] din 1960, care descrie o
strategie de tratare a problemelor discrete bazata pe

e Divizarea problemei continue intr-un numar finit de parti (elemente),
al caror comportament este specificat de un numar finit de parametri.

e Obtinerea unei aproximatii pentru solutia problemei continue prin
asamblarea tuturor elementelor anterioare.

Independent de realizarile inginerilor, unele lucrari matematice de la
mijlocul anilor ’60 pornesc de la formularea variationala a unor probleme si
studiaza discretizarea acestora prin functii liniare pe portiuni. Desi initial
aceste metode sunt prezentate in cadrul metodei diferentelor finite, ele sunt
de fapt cazuri speciale ale metodei elementului finit.

La sfarsitul anilor 60 si inceputul anilor ’70, aproximarile prin functii
polinomiale pe portiuni sunt analizate intr-un numar mare de articole si
incep sa fie cladite bazele matematice ale metodei elementului finit. Pro-
gresele Inregistrate au dus la o reconciliere si chiar o unificare a celor doua
puncte de vedere, ingineresc si matematic, adaugand usurintei intelegerii o
generalitate care face metoda cu atat mai utila.

Mijlocul anilor 70 cunoaste aparitia unor lucrari de referinta precum
Strang si Fix [24], Ciarlet [6], Zienkiewicz [29], Brenner si Scott [3]. In
continuare, metoda elementului finit va avea o dezvoltare spectaculoasa,
impunandu-se ca principala metoda de aproximare a solutiilor ecuatiilor cu
derivate partiale.
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In prezent, literatura metodei elementului finit este enormi si sporeste
in fiecare luna cu zeci de noi aplicatii si tehnici computationale. Cititorul
interesat de aprofundarea domeniului din punct de vedere matematic poate
consulta [20], una dintre cartile de referinta ce a contribuit si la formarea
autorului prezentei lucrari.

Cartea Introducere in metoda elementului finit isi propune pe de o parte
sa prezinte fundamentele teoretice ale metodei elementului finit si pe de
altd parte si ofere exemple concrete gi tehnici specifice care sa ajute la
implementarea cu succes a ei.

Putem distinge trei parti principale ale lucrarii care, desi strans corelate,
au obiective de sine statatoare.

Prima parte cuprinde capitolele 1-3, in care se introduce aparatul mate-
matic necesar formularii si rezolvarii problemelor variationale abstracte pe
spatii Hilbert. Capitolul 1 contine o succinta prezentare a spatiilor LP gi a
principalelor proprietati. In capitolul 2 se introduce notiunea de distributie
si se prezintd spatiile Sobolev H', H} si H™. O atentie deosebita va fi
acordata teoremelor de urma si consecintelor acestora. Capitolul 3 este
dedicat problemelor variationale pe spatii Hilbert. Se demonstreaza teo-
rema Lax-Milgram gi sunt stabilite unele consecinte ale acesteia. Céateva
probleme ale fizicii matematice sunt apoi formulate variational si se demon-
streaza existenta si unicitatea solutiilor slabe: problema Poisson, sistemul
elasticitatii, ecuatia placilor, sistemul Stokes.

A doua parte a lucrarii igi propune sa prezinte fundamentele metodei ele-
mentului finit si este formata din capitolele 4-6. In primul dintre ele este de-
scris un procedeu general de aproximare a solutiilor problemelor variationale
si se fac unele consideratii asupra convergentei acestuia. Se stabilesc acum
cerintele unei bune metode de aproximare si sunt oferite cateva posibilitati
simple de discretizare. In capitolul 5 se introduc elementele finite Lagrange
si sunt oferite mai multe exemple si proprietati importante ale lor. Aces-
tea sunt folosite apoi la rezolvarea unei probleme de interpolarea in RV i
la studierea erorii corespunzatoare. Capitolul 6 descrie metoda elementului
finit si conditiile care asigura convergenta acesteia. Principalele estimatii de
eroare sunt date in ultima sectiune.

Ultima parte a lucrarii este dedicata exemplelor si consideratiilor privind
implementarea metodei. Exemple in dimensiune unu sunt oferite in capitolul
7 ¢i in dimensiune doi 1n capitolul 8. Se urmareste prezentarea fiecarei etape
a metodei, cu comentarii legate de realizarea lor practica si cu exemple
numerice care sa ilustreze acuratetea aproximatiilor. Extinderea acestor
idei la cazul tridimensional este aproape imediata si cititorul o poate realiza
urmarind aceeasi succesiune de pagi. Capitolul final prezinta cateva aspecte
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ale programarii metodei, urmarind realizarea algoritmica a fiecarei etape a
procesului de aproximare.

Obiectul lucrarii de fata il constituie aproximarea solutiilor ecuatiilor
de tip eliptic prin metoda elementului finit. Ecuatiile de evolutie folosesc,
de asemenea, aceastd metoda pentru discretizarea partii spatiale. In ceea
ce privegte partea temporalad se preferd folosirea unor scheme cu diferente
finite. Toate aceste aspecte vor fi dezvoltate intr-o viitoare lucrare ce se va
ocupa de ecuatiile de tip parabolic i hiperbolic.

Cartea aceasta este rodul unei experiente de peste zece ani in predarea
cursului de metoda elementului finit la Facultatea de matematica-informati-
ca gi se doreste a fi un instrument util tuturor celor interesati de studiul si
aplicarea metodei.

Autorul
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Capitolul 1

Spatii L”

In acest capitol vom prezenta unele rezultate de teoria spatiilor LP. Cum
vom avea in vedere indeosebi aplicatiile acestora la definirea spatiilor Sobolev
si la studierea solutiilor slabe ale ecuatiilor eliptice, nu vom da decat acele
proprietati direct legate de obiectivele noastre. Astfel, acest capitol nu se
vrea o prezentare exhaustiva a spatiilor LP ci igi propune doar sa treaca in
revista cateva proprietati si tehnici utile. Unele demonstratii vor fi doar
schitate iar altele vor lipsi complet. Din contra, acele demonstratii care au
relevanta pentru studiul nostru prin prisma tehnicii folosite, vor fi prezentate
in detaliu.

Vom presupune cunoscute notiunile de masura Lebesgue precum si de
functie masurabila si integrabila Lebesgue. Daca A este o multime masurabi-
1a Lebesgue, vom nota prin |A| masura sa. Pe parcursul integului capitol,
N va fi un numéar natural nenul iar o multime deschisia din RY. Daca
o proprietate va avea loc pentru orice z € € cu exceptia unei multimi de
masura nula vom spune ca ea are loc a.p.t. in €.

1.1 Definitii si proprietati elementare
Definitia 1.1.1 Pentru 1 < p < oo, definim spatiul
LP(Q) = {f :Q — R : f masurabila si / |f|Pdx < oo}
Q

si, pentru orice f € LP(Q2), notam

[fllr = </ny(x)|z’dx>



1.1. Definitii si proprietati elementare

Definitia 1.1.2 Definim spatiul
L®Q) ={f: Q=R : f mdsurabild, 3C >0 cu |f(z)| < C a.p.t. in Q}
si, pentru orice f € L*°(2), notam
[|fllee =inf {C >0 : |f(z)] < C a.p.t. In Q}.

Daca 1 < p < oo, introducem numarul p’ € [1, 00], numit exponentul
conjugat al lui p, definit prin

(1.1) -+ —==1
p P
Urmatorul rezultat ofera o extrem de importanta inegalitate si o relatie
intre spatiile LP.
Teorema 1.1.1 (Inegalitatea Holder) Fie f € LP(Q) si g € LV (Q). Atunci
fge LY(Q) si
(12) [ Vfside < Il gl
Demonstratie: Daca p = 1 sau p = oo concluzia se obtine imediat. De
asemenea, (1.2) este evidenta daca f =0 sau g = 0 a.p.t. in Q.

Fieacum 1 < p < oo, f #0si g # 0 a.p.t. in Q. Daca a gi b sunt doua
numere reale nenegative urmatoarea inegalitate are loc

1 1.
(13) ab S *ap + */bp .
p p

Intr-adevar, cum functia logaritmica este concava in (0, 00) obtinem ca

1 1. 1 1 /
In ap—i—bp)Zlnap—f—lnbp = In(ab
(3 297) 2 D) + 5 @) = n(ab)

de unde rezultd imediat ca (1.3) este adevaratd pentru orice a,b > 0.
Cazurile a = 0 sau b = 0 sunt triviale.
Acum, din (1.3) obtinem ca a.p.t. in €,
1 » 1 o
[f (@) g(@)] < =[f(@)[" + =[g(=)]”.
p p
Prin urmare, in conditiile teoremei, fg € L*() si

1 1 /
ZIEIP. & Z(1glP
/Q\fg < Il + gl -

2



CapiTOLUL 1. SpATII LP

Pentru orice A > 0, considerand Af in loc de f In ultima inegalitate,
obtinem ca

APt P 1 p’
/Q folda < 1[Il + 5ol

!

p_
Inegalitatea (1.2) rezulti alegand A = (||f||z») " gll /- m

Urmatoarele rezultate de trecere la limita sub semnul integralei sunt
foarte utile. Le mentionam fara demonstratii care se pot gasi, de exemplu,
in [27].

Teorema 1.1.2 (Beppo Levi) Fie (fn)n>1 un sir crescator de functii din
LY () astfel incat

sup/an(x)d:E < 00.

Pentru aproape orice x € Q sirul (fn(z))n>1 converge la o limitad finita f(x).
In plus, f € LY(Q) si limy, oo || fr — fllz2 = 0.

Datorita conditiei de sir crescator, teorema 1.1.2 se mai numeste si teo-
rema convergentei monotone.

Teorema 1.1.3 (Lebesgue) Fie (fn)n>1 un sir de functii din L*(Q) astfel
incat

1. fn(x) converge la f(x) pentru aproape orice x € (2.

2. Ezistd g € L'(Q) astfel incat, pentru orice n,

(1.4) |fn(2)] < g(x) a.p.t. in Q.
Atunci f € LY(Q) i limy—oo || fn — ||z = 0.

Datorita conditiei (1.4), teorema 1.1.3 se mai numeste si teorema conver-
gentei dominate a lui Lebesgue.

Observatia 1.1.1 Nu vom da o demonstratie a teoremei lui Lebesgue dar,
data fiind deosebita ei importanta si utilitate, vom face cateva remarci la
adresa ei.



1.1. Definitii si proprietati elementare

1. Desi prima cerinta din ipoteza teoremet 1.1.3 este una logica, cea de
a doua poate parea, la prima vedere, mai ciudata. Oricum ea este o
conditie necesara dupa cum se poate vedea din exemplul urmator:

n—n?lz| dacize[-1 1]

fn : (—1, 1) — R, fn(l') = { 0 fn rest. mn

Evident, (fn)n>1 tinde punctual la f = 0 cand n tinde la infinit. Cu
toate acestea,

1
[ fa@lds=1. w1
-1

si prin urmare (fn)n>1 nu tinde la f in LY(—1,1). Sd remarcam cd,
in acest exemplu, sirul (fn)n>1 nu este mdrginit superior de nici o
functie din L*(—1,1), deci cea de a doua cerintd din teorema 1.1.3 nu
este indeplinita.

2. Teorema 1.1.3 ramane adeviratd dacd in enunt spatiul L' se inlocuies-
te cu LP, p € (1,00). Intr-adevar, cum |fn|P tinde a.p.t. la |f|P atunci
|fIP este masurabila si cum in plus,

|fu(2)]P < ¢gP(z) a.p.t. in Q

rezulta ca f € LP(Q).
Pe de alta parte, cum (fn, — f)n>1 tinde la zero a.p.t. in Q si

[(fn = H@)IP < [g(x) + [f@)])7,

rezulta din teorema 1.1.3 cad
|1t = Dtz —o
st proprietatea este demonstrata. [
Teorema 1.1.4 (Fatou) Fie (f,)n>1 un sir de functii din L' () astfel incat

1. sup/ fn(z)dz < oco.
n JQ

2. Pentru orice n, fn(x) >0 a.p.t. in Q.

4



CapiTOLUL 1. SpATII LP

Pentru orice x € Q fie f(z) = liminf, . fo(x). Atunci f € LY(Q) si

fdz < liminf/ frndx.
Q

QO n—oo

Prezentam in continuare doua teoreme importante prin legaturile pe care
le fac intre functiile masurabile gi functiile continue pe de o parte si intre
convergenta punctuala si cea uniforma pe de alta parte.

Teorema 1.1.5 (Luzin) Fie f : Q@ — R o functie definita pe multimea
masurabila Q. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. f masurabila

2. Pentru orice € > 0 existd o multime inchisa F' C § astfel incat |\
F| <e si f, este continud.

Teorema 1.1.6 (Egorov) Fie (fn)n>1 un sir de functii definite pe multimea
masurabila Q cu |2 < co. Daca (fn)n>1 converge punctual a.p.t. in
atunci, pentru orice € > 0, exista o mulfime masurabila E C € astfel incat
I\ E| < e $i (fn)n>1 converge uniform in E.

Urmatoarele doua teoreme sunt foarte folositoare cand integram pe un
spatiu produs. Fie dous multimi deschise ©; ¢ RM, Qy ¢ RM i F :

Q7 x 29 — R o functie masurabila.

Teorema 1.1.7 (Tonelli) Presupunem ca

1. / |F(z,y)|dy < 0o a.p.t. in 4,
Qo

2. / dx/ |F(z,y)|dy < oo.
191 Qo
Atunci F € L'(Qq x Qo).

Teorema 1.1.8 (Fubini) Fie F € L'(; x Qo). Atunci, pentru aproape
orice x € {1,

Fapel'®) s [ Flaydye o).
Qo
La fel, pentru aproape orice y € g,

F(z,y) € LY() s /Q F(x,y)dz € L' (Qy).

5



1.2. Spatiul Banach LP si spatiul Hilbert L?

In plus avem ca

/ d / Pz, y)ldy = / dy / Pz, y)lde = / / \F(z,y)|dedy.
Q1 Qo Q2 Q1 Q1 %0

1.2 Spatiul Banach L? si spatiul Hilbert L2
Proprietatea urmatoare este una dintre cele mai importante ale spatiilor L?.
Teorema 1.2.1 LP(Q) este un spatiu Banach pentru orice p € [1,00].

Demonstratie: Vom considera mai intai cazul p € [1,00). Aratam ca
LP(€2) este un spatiu vectorial si || - ||z» este o norma vectoriala. Daca f si
g apartin lui LP(£2) avem ca

[f(@) + g(@)[" < (If] + 1gD)" <27 ([f (@) " + |g(2)[") -

Astfel, f 4 g € LP(Q). Mai mult, cum |f + g[P~! € L” (Q), obtinem c&
If + gl = /Q Fagllf gl < /Q gl +/Q!f+g\”‘1!g! <

—1 -1
< f +gllze 1fllee +1f + gl gl e

Rezulta ca
I[f +allee < |[f[lLr + [lg]|Lr

si se deduce imediat ca || - ||z» este o norma.
Pentru a arata ca LP(2) este un spatiu Banach, consideram un gir Cauchy

(fr)n>1 C LP(Q) si demonstram ca este convergent la o functie f € LP(QQ).
Exista un subsir (fy, )r>1 astfel incat

1

2k’

Fie gyn(2) = Y7 [fay (2) — fu (@) Rezulti ca

| frper — frpllor < Vk > 1.

m m
1
lgmllze < D M = Fuillr <D op <1
k=1

k=1

Din teorema de convergenta monotona 1.1.2, sirul (gm)m>1 converge
a.p.t. in Q la o functie g € LP(2). Cum

|fnk+p+1 (SL’) - fnk(x)‘ <

6



CapiTOLUL 1. SpATII LP

< ’fnk+p+1 (x) _fnk+p (.CE)| + ‘fnk+p (x) _fnk+p71 (x)‘ +ot ’fnlﬁtl (.1‘) _fnk (x)‘ <
< Grp(T) — gr—1(2)
rezultd ca (fp, )r>1 converge a.p.t. in Q la o functie f.
In plus, din
|f(@) = frn(@)] < g(@) — ge—1(z) < g(2)

deducem ca f € LP(Q).

Din teorema convergentei dominate 1.1.3 rezulta ca (fy,)r>1 converge
in LP(Q2) la f si prin urmare (fy)n,>1 converge la f in LP(Q).

Sa studiem acum cazul p = co. Este ugor de vazut ca || - ||1~ este o
norma. Pentru a arata ca L°°() este un spatiu Banach, consideram un
sir Cauchy (fn)n>1 C L*°(Q) si demonstram ca este convergent la o functie
f e L>®().

Pentru orice k > 0, exista ni > 1 cu proprietatea ca

1
Urmeaza ca exista o multime Fj de masura zero astfel incat
1
(1.5) |(fr = fm)(2)] <%, Ve e Q\ Ex, Yn,m > ng.

Pentru orice z € E = Uy>1 E), se obtine ca (f,,(x))n>1 este un sir Cauchy

si converge la f(z). Facand m sa tinda la infinit in (1.5) rezulta ca

(1.6 Ua = D@ < 3,

Cum FE este de masura zero, se obtine ca f € L>(Q) si (fn)n>1 converge
la f in L*°(Q2). Demonstratia teoremei este acum completa. ®

Ve € Q\ E, ¥Yn > ng.

Observatia 1.2.1 Din demonstratia teoremei 1.2.1 se obtine ca orice §ir
convergent in LP(Q) are un subsgir convergent a.p.t. in Q. 0O

Spatiul L?(£2) este cu totul special deoarece poate fi dotat cu un produs
scalar. Intr-adevir, daca f,g € L?(2) se defineste

(1.7) mmzlymmww

si se obtine imediat ca



1.3. Convolutii si teoreme de densitate

Teorema 1.2.2 (1.7) este un produs scalar in raport cu care L*(§)) este un
spatiu Hilbert.

In cele ce urmeazi vom folosi notatia || || r2@) = I| llo,- Al doilea indice,

), arata domeniul de integrare si poate fi omis daca acest lucru este clar din
context.

1.3 Convolutii si teoreme de densitate

Intre aplicatiile utile ale spatiilor LP se numara si produsul de convolutie
care va fi introdus In urmatoarea teorema.

Teorema 1.3.1 Fie f € L' RY) si g € LP(RY) cu 1 < p < oo. Atunci,

pentru aproape orice x € RN, functia y — f(x —y)g(y) este integrabild in
RN, Dacd definim

(1.8) (f*g)(z / f@—y)g(y)dy

atunci fxg € LP(RN) si ||f * gl < ||fl1z2]l9]|0e-

Demonstratie: Daca p = oo rezultatul este evident. Consideram urma-
toarele doua cazuri posibile:

1. Cazul p = 1. Fie F(x,y) = f(z —y)g(y). Pentru aproape orice y € RY
avem ca

[ 1FGade =1al [ |15~ ld =gl 171l <

/RN v [ VPawlde = [ lawldy [ \@)lde = gl 1511

Teorema lui Tonelli implicd F € LY(RN x RN). In plus, din teorema
lui Fubini,

I1Fllps = /dy/ F(z,y)ldz = |lgllz (1]l
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2. Cazul 1 < p < 0co. Cum g € LP(RY), rezults ci |g|P € L'(RY). Ca in
cazul precedent se obtine ci, pentru aproape orice x € RV,

|f@ =)' Plg(y)| € LP(RY).

Cum |f(z —y)|"/?" € L¥(RN) deducem cu ajutorul inegalitatii Holder
ca

/ uu—ymmwuyz/ @ — )P lg) 1 — 9)| 7 dy <
RN RN

1/p ,
g(/ um—ymmwww) 171147
]RN

Astfel, ’
[(F % 9)@)P < (I * gP) @)A1

si rezultatul se obtine din primul caz. B

Vom defini acum suportul unei functii. Vom considera mai intai cazul
unei functii continue.

Definitia 1.3.1 Suportul unei functii reale si continue ¢ definitd in §) este
multimea

(1.9) supp(p) ={z € : ¢(z) # 0}.

Astfel, suportul unei functii continue este aderenta multimii pe care
functia nu se anuleaza. Este usor de vazut ca

Propozitia 1.3.1 Un punct x € Q nu apartine lui supp(p) dacd $i numai
dacd ezista un deschis w C §) cu proprietatea cd z € w si fi, = 0.

La extinderea notiunii de suport pentru functii masurabile dorim pas-
trarea proprietatii 1.3.1. Acest lucru face ca definitia sa nu mai fie (1.9),
lucru care se poate vedea imediat considerand functia 1g.

Definitia 1.3.2 Fie ¢ o functie reald definitd $i masurabild in Q. Suportul
lui @ este multimea

(1.10) supp(p) = Q\ U{w C Q : w multime deschisa cu ¢ =0 a.p.t. w}.

Conform proprietatii 1.3.1, definitiile 1.3.2 gi 1.3.1 coincid in cazul func-
tiilor continue. Proprietatea care urmeaza ofera informatii asupra suportului
unei convolutii daca sunt cunoscute suporturile functiilor ce o definesc.

9



1.3. Convolutii si teoreme de densitate

Propozitia 1.3.2 Dacd f € L'(RY) si g € LP(RYN) atunci

(1.11) supp (f * g) C supp (f) + supp (g).

Demonstratie: Sa remarcam mai Intai relatia

(f % 9)(a / f(@ - y)gly)dy = / f(@ — y)g(y)dy.
(z—supp (f))nsupp (g)

Sa notam A = supp (f) +supp (9) si fie x ¢ A. Vom demonstra ca
z ¢ supp (f xg). Cum RN \ A este deschisa, existd o multime deschisa
w astfel incat z € w si w C RY \ A. Pentru aproape orice t € w avem ca
(t—supp (f))Nsupp (g) = ¢ si prin urmare (f*g)(¢t) = 0 a.p.t. in w. Rezulta
cd x ¢ supp (f * g) si demonstratia se incheie. ®

Definim urmatoarele spatii

LP

loc

Q) ={f:Q—R: flg € LP(Q) pentru orice K C 2, compacta}

unde prin 1x notam functia caracteristica a multimii . Observati ca orice
functie din LP(2) este in L) ().
Daca notam

Ce(Q) ={f:Q— R : f continua si de suport compact inclus in Q}
definim, pentru orice 1 < k < 0o, spatiul
ck@) =ckQ)nc.(Q).
De asemenea, definim
D(Q) =C=(2) NC(N).
Aceste spatii vor juca un rol deosebit la definirea distributiilor in 2.

Propozitia 1.3.3 Dacd f € C.(RY) si g € L}, (RY) atunci fxg € C(RY).

loc

Demonstratie: In primul rand sa notam ca, deoarece f are suport com-
pact, (f x g)(x) este bine definitd pentru orice € RY. Fie acum z € RY
i (Tn)n>1 un gir care tinde la x. Daca Fy,(y) = f(zn — v)g(y) si F( ) =
f(z —y)g(y) obtinem ci F,, — F a.p.t. in RV, In plus, cum f € C.(RY), se
obtine ca exista un compact K astfel incat supp (F,) C K si

[Fn ()| < [Ifllzee1x(y)lg(y)l-

10
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Din teorema lui Lebesgue obtinem ca
(e = [ Fuwdy— [ Fl)dy = xg)(x)
RN RN

si demonstratia se incheie. W

Propozitia 1.3.4 Daca k> 1, f € CE(RY) sig e LL (RY), atunci fxg €
CE(RN) si
(1.12) D*(fxg) = (D"f) xg.

Demonstratie: Este suficient sa demonstram proprietatea in cazul k = 1
pentru ca rezultatul general se va obtine prin recurenta.
Dat z € RY demonstram ca f x g este diferentiabila in z si

(1.13) V(f*g9)(x) = (Vf*g)(x).

Fie h € RY cu |h| < 1. Pentru orice y € RV, cum Vf este uniform
continua in RV, avem c&

[f@+h—y) = fle—y) —hVf(z—-y)| =

1
/O WV f(x + sh—y) — BV f(z — y)]ds| < [Blo(|]).

unde o(h) este o functie care tinde la zero cand h — 0.
Fie K o multime compacta astfel incat x + B(0,1) \ supp (f) C K.
Rezulta ca

|f(@+h—y)—f(z—y)—hV f(z—y)| < |hlo(|h]) 1k (y), Yy € RN, Vh € B(0,1).

Prin urmare
[(f*g)(@+h)—(fxg)(x)—h(V fxg)(z)| < [h|o(|h]) /K l9(y)|dy, Yh € B(0,1).

Trecand la limitd, obtinem ca f x g este diferentiabild in x si are loc
(1.13). m

Urmatoarea proprietate a functiilor din LP(R™) va fi utila in demonstra-
rea unor rezultate de densitate.

Lema 1.3.1 Fie f € LP(RN). Atunci

(1.14) lim |f(z+ h) — f(z)[Pdz = 0.
h—0 JrN

11



1.3. Convolutii si teoreme de densitate

Demonstratie: Definim multimile

Cp = {fGLP(RN)  (fn [f(z+R) —f($)|pdx)% — 0 cind h—>0},

S = {g = Zf_l cila, : ¢ € R, A; este un cub din ]RN} .

S este densa in LP(2) si inclusa in C,,.

Se poate vedea imediat c& C, este un subspatiu al lui LP(RY). Mai mult,
C,, este un subspatiu inchis al lui LP(RY). Intr-adevir, dacd (fi)r>1 C Cp
converge la f in LP(RY), atunci

1f(z+h) = f@)]|r <

<[[f(@+h) = frle+M)llr + [ (e + h) = fu(@)l|ee + (| fe(z) = f@)||Lr =
= 2[[fw(z) = f(@)|[ze + | fu(z + h) = fr(@)[|ze-

Prin trecere la limita cand £ — oo obtinem ca f € C), i prin urmare

lim sup ( [+ - f(w)\pdx> "<l fula) — S|

h—0

Cum S C (), iar (), este un subspatiu inchis al lui L?, rezulta ca C, =
LP(RMN) si demonstratia este incheiati. m

Fie acum p : RV — R o functie cu urmitoarele proprietiti
1. p € C®(RNY)
2. 0<p(x) <1, VoreRN
3. fRN p(x)dx =
p(z) =0, V]z|> 1.
Definim sirul regularizant (pi)r>1, prin
(1.15) or = kN p(kz).

S& punem In evidenta utilitatea sirului regularizant definit mai sus. Ast-
fel, daca f € LP(RY), definim

(1.16) fe=[f*pw, Vk=>1

12
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Sirul (fx)k>1 dat de (1.16) (numit in literatura “molifiers”) are o serie
de proprietati foarte utile. In primul rand, din propozitia 1.3.4, obtinem ca

fi € C(RM).
La fel de importante sunt insa proprietatile de convergenta.

Propozitia 1.3.5 Dacd f € C(RY), atunci sirul (fix)r>1 converge uniform
la f pe orice compact din RN,

Demonstratie: Fie K ¢ RY un compact. Cum functia f este uniform
continua pe K, dat € > 0 exista § > 0 astfel incat

[f(z —y) = f(z)| <&, Vz € K, Vy € Bgn(0,9).

Prin urmare,

(Fxo@) = 1) = [ (Fla=1) = Fa)pu(o)do =

- / (F(z — ) — F(2))pry)dy.
By (0,1/k)

Pentru £ > % avem ca pentru orice x € K,

(f % o) (@) — ()] < /R o)y = ¢

si demonstratia se incheie.
In plus, avem ca

Teorema 1.3.2 Dacd f € LP(RY), atunci sirul (fx)g>1 converge la f in
LP(RN).
Demonstratie: Avem ca

p
<

)= 1@ = | [ o= vmas = [ @y

<(L

fla = 2v) - (@)

IN

p(y)dy)p




1.3. Convolutii si teoreme de densitate

1

fla—2y) = f(2)| ply)dy.

S /
ly|<1

Din teorema Fubini-Tonelli obtinem ca

/’uu@—f@wwxg
RN

<[],
ly|<1 RN

<sup [ If(@=1) = f(@) da.

1
h<i

P
dx <

fla = 1v) ~ @)

Urmeaza din lema 1.3.1 c& fi, — f in LP(RY) cand k tinde la infinit. ®

Urmatoarea teorema arata ca orice functie din LP({2) se poate aproxima
prin functii din C2°(2).

Teorema 1.3.3 Spatiul D(Q2) este dens in LP(2), 1 < p < oo.

Demonstratie: Fie f € LP(Q) si € > 0. Vom demonstra in trei etape ca
exista f € D(Q) astfel incat

(1.17) If = fllr <e.

1. Demonstram ca f se poate aproxima prin functii din LP(R") de suport
compact in RV: existda g € LP(RY) astfel incat M = supp (g) C
este compact in RV si

9
(118) 1 = gller < 5.

Pentru aceasta definim, pentru fiecare n > 1,

Ful) = { f(z) daca z € QN Brn(0,n)

0 in rest.

Folosind teorema lui Lebesgue, se arata imediat ca sirul (fy)n,>1 tinde
la fin LP(Q2). Vom alege g = f,, pentru n suficient de mare.

2. Demonstram ca g se poate aproxima prin functii din LP(Q2) de suport
compact in : exista h € LP(Q) astfel incat K = supp (h) C 2 este
un compact si
(1.19) lg = Bll <

W ™

14
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Pentru fiecare n > 0, fie F;, C €2 o multime inchisa cu proprietatea ca
|Q\ F,| < % si K, = M NF,. Evident K,, este un compact inclus in
Q si definim h,, = glg,. Avem ca

[lo-tpris= [ gpaz< [ jgpas,
Q M\Knp O\ F,

Cum |Q\ F,| < %, rezultd céd, pentru n suficient de mare,

/ lg|Pdx <
Q\F,

si prin urmare, putem lua h = h,, in (1.19).

Wl M

. Vom demonstra ca h se poate aproxima prin functii din D(2): exista

fG D(Q) astfel incat

p €
(1.20) o= fllis < 5.
Acest lucru este o consecintd imediata a teoremei 1.3.2 deoarece girul
obtinut prin convolutia lui h (care este o functie cu suport compact in
) cu un gir regularizant apartine lui D(Q).

Demonstratia teoremei se incheie observand ca (1.18), (1.19) si (1.20)
implica (1.17). =

1.4 Exercitii

1.

Demonstrati ca daca f este masurabila in X atunci f este integrabila
in X daca si numai daca |f| este integrabila in X.

. Daca (fn)n>1 este un sir de functii masurabile in X care converge la

f a.p.t. In X, atunci f este masurabila.

. Aratati ca daca Q este un deschis de masura finita, atunci LP(Q2) C

L1(Q) pentru orice 1 < g < p < c0.

. Dat p € [1,00), aratati ca

(a) z* € LP(0,1) daca si numai daca a > —]%.

(b) x* € LP(1,00) daca si numai daca a < —%.

15
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10.

11.

12.

13.

14.

(¢) In(x) € LP(0,1) si In(z) ¢ L>°(0,1).
Demonstrati lema 1.3.1 folosind teorema lui Lusin.
Demonstrati ¢ D(Q) este dens in L ().

Demonstrati ca daca u € L'(a,b) atunci functia U definits prin

are urmatoarele proprietati
(a) U € Cla,b
(b) U este derivabild a.p.t. in [a,b] si % (z) = u(z) a.p.t. in [a,b)].

Daca f si g sunt doud functii nenegative, masurabile in RY, atunci

[ rgis = </RNfdx> </RNgd:c>.

Demonstrati ca egalitatea in ineglitatea Holder are loc daca si numai
daci fg are semn constant a.p.t. in Q i |[f|P este multiplu de |g|?’
a.p.t. in Q.

L N §
Z'Z].pi_T"

[f1 - frllr < A falloen | frllee-

(Generalizarea inegalitatii Holder) Daca
atunci

cul < pi, 1,

Daca (fx)r>1 converge la f in LP(Q2), 1 < p < o0, (gr)k>1 converge
la g a.p.t. In Q si ||gx|/zr < M pentru orice k > 1, atunci (frgx)r>1
converge la fg in LP(Q).

Fie 1 < p < oo. Daca (fx)r>1 C LP(€2) converge la f € LP(Q) a.p.t. in
Q si este uniform mérginit in LP(Q) atunci, pentru orice g € L¥ (Q),
(fx9)k>1 converge la fg in L1(Q).

Fie 1 < p < oo. Dacit f € LP(RY) gi g € LV (RY), atunci f * g este
marginita si continud in RY.

Dacd f, = f* p, unde f € L¥(RYN) iar (p,), este sir regularizant
(1.15), atunci f,(x) converge la f(x) in fiecare punct x de continuitate
al lui f.

16



Capitolul 2

Spatii Sobolev

In acest capitol vom defini spatiile Sobolev i vom studia unele proprietati
ale lor. Aceste spatii s-au dovedit a fi instrumente de lucru extrem de utile
in teoria ecuatiilor cu derivate partiale si s-au impus treptat in literatura de
specialitate a ultimilor cincizeci de ani. Potrivit interesului nostru, numai
spatiile Hilbert vor fi considerate. Vom introduce mai intai notiunile de
distributie si derivata distributionala, iar apoi vom trece la studiul efectiv
al spatiilor Sobolev.

2.1 Distributii

Fie o multime deschisa nevida din RY. Reamintim c& suportul unei functii
reale si continue ¢ definita in 2 este multimea

(2.1) supp(p) = {z € Q0 : ¢(x) # 0}.
Spatiul D() introdus in capitolul precedent va mai fi numit si spatiul

functiilor test in Q. Dacd ¢ € D(Q) si a = (a1, 9, ...,an) € NV vom
nota

o] =1 +ag + ... + ay
si
oy = dloly ‘
0 210%x9...0%N N
Sa remarcam ca D(2) este o multime nevida. Intr-adevir, daci a € Q
si 7 > 0 este astfel incat Bgw (a,r) C 2, definim functia

S N
el==al>=r* © pentru |z —a| <7

D

p(z) =
0, pentru |z —a| > r.

17



2.1. Distributii

Se poate vedea imediat ca ¢ € D() si prin urmare D(£2) este nevida.
Oricum, vorbind grosso modo, spatiul D(2) nu are foarte multe elemente.
Prin urmare, dualul sau va fi foarte bogat. Dupa cum vom vedea in conti-
nuare, acesta va include nu doar functiile obisnuite (de exemplu din L}, (2))
ci si elemente precum ¢ lui Dirac, derivate de functii din L () si multe
altele.

Definim acum o distributie in Q.
Definitia 2.1.1 O aplicatie T : D(2) — R este o distributie in Q dacd
1. T este liniara

T(rie1 +12902) = r1iT(p1) + 12T (p2), Vr; €R, p; € D(Q), i =1,2.

2. T este continua in sensul ca
lim T'(¢n) = T(¢)
n—oo
pentru orice sir (¢n)n>1 C D(Q) si p € D(Q) astfel incat

i) Exista un compact K C Q astfel incdat supp(p,) C K pentru
orice n > 1.

ii) Sirul (D%pp)n>1 converge uniform la D% in K pentru orice
a € NV,

Definitia 2.1.2 Spatiul distributiilor in Q este un spatiu vectorial

(2.2) D(Q)={T:D(Q) — R : T distributie in Q}.

Daca T € D'(Q) si ¢ € D(2), vom nota

Doua distributii 77 si 7o din D'(2) sunt egale (vom scrie 77 = T,) daca
si numai daca
(T, ) = (T, ), Ve € D(Q).

Tata cateva example de distributii in 2.
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1. Fie f € L*(Q). Definim aplicatia Ty : D(Q) — R

(2.3) Ty(p) = /Q f@)p(@)dz, Vo€ D).

Este usor de vazut ca T defineste o distributie in €. In plus, cum
D(Q) este dens in L*(), dacd Ty = T, cu f,g € L*(Q) atunci f = g.
Astfel, spatiul L?(Q2) poate fi identificat cu un subspatiu de distributii
in Q. In acest sens, vom scrie

L*(Q) Cc D'(Q)
i vom zice ca T € D'(Q) este in L?(Q) daca si numai daca exista
[ € L*(Q) astfel incat T = T} si (2.3) este verificatd. In cele ce
urmeaza vom identifica sistematic T cu f.
2. Se poate face acelasi lucru ca mai sus pentru functii f € L} ().

loc

3. Pentru a € 2 definim aplicatia d, : D(2) — R
(2.4) da(p) = ¢(a).

Este ugor de vazut ca d, defineste o distributie in €2, numita distributia
Dirac in punctul a. Prin acest exemplu vedem ca notiunea de distribu-
tie generalizeaza notiunea de functie. Uneori, distributiile mai sunt
numite gi functii generalizate.

S& introducem acum conceptul de derivata a unei distributii.
Dacd o € NV 5i T € D'(2) definim DT prin

(2.5) (DT, ) = (=1)*UT, D), Vp e D(Q).
Se poate vedea imediat ca DT este o distributie in €.

Definitia 2.1.3 Dacd o € NV 5 T € D'(Q), distributia DT datd de (2.5)
este numitd derivata de ordin « in sensul distributiilor a lui 7.

Astfel, o distributie are derivata in sensul distributiilor de orice ordin
care este tot o distributie. S& dam cateva exemple de derivate de distributii.
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2.1. Distributii

1. Fie Q deschis marginit si f € C}(Q). Prin urmare f € L?(f2) si exista
o unica distributie Ty € D’'(§2) astfel incat

(Ty, ) = /Q fo. VpeD®).

Daca 1 <i < N, sa calculam derivata lui T in raport cu x;. Pentru

orice ¢ € D(Q2),
of
> / faﬂﬂz o0z;” <T§47¢>

0
<5xina 90> <Tf7

unde am tinut cont ca % € L?(£2). Prin urmare, se obtine ci
3

0
Te=T
o0x; 4 aaz]:

Folosind identificare lui T cu f si a lui Ta os cu g obtinem ca derivata

in sensul distributiilor coincide cu derlvata uzuala cand aceasta poate
fi calculata.

2. Fie functia f : [-1,1] — R, f(z) = |z| i s& calculam derivata ei in
sensul distributiilor.

In primul réand s remarcim ci f € C[—1,1] € L?*(—1,1) si putem
defini T ca in (2.3). Daca ¢ € D(—1,1) obtinem

1
<(Tf)/a90> = _<Tf>(10,> = - f($)80,($)d$ =

-1

—/lecpl(aj)dx—/lxgo’( Ydx ——/Olgo(a:)da:—i-/olgo(x)da;—

/ H(x)p(x)dx = (Ta, @)
unde H este definit astfel

[ -1 dacaze(—1,0)
H(z) = { 1 daca z € (0,1).

Deci, (T)' = Tg. Tinand cont de identificarea lui Ty cu f si a lui Ty
cu H, obtinem ca f’ = H in sensul distributiilor.
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3. Fie acum functia H : [-1, 1] — R definita in exemplul precedent si sa
calculam derivata ei in sensul distributiilor.

In primul rand si observim ci H € L?(—1,1) si putem defini Tj ca
in (2.3). Daca ¢ € D(—1,1) obtinem

(Tw), ) = — (T, &) = — / Ha)y (a)d =

0 1
= / ¢ (x)dx —/ ¢ (z)dz = 2¢(0) = (250, )
0

-1
unde §g este distributia Dirac in 0.
Astfel, tinand cont de identificarea lui Ty cu H, H' = 2§y in sensul
distributiilor.

Mai general, daca F' : [a,b] — R este o functie continua pe [a,b] \ {c}
atunci derivata lui F' in sensul distributiilor va fi saltul functiei F' in ¢
inmultit cu d.:

F'=(F, - A,_)d

Lema 2.1.1 Fie Q un interval deschis al dreptei reale $i T € D'(Q) astfel
incat T' = 0. Atunci T este constantd.

Demonstratie: Fie 6y € D(2) cu proprietatea ca [ 6p(z)dz = 1.
Pentru fiecare ¢ € D(12), exista o unica functie ¢ € D(2) cu proprietatea
ca

(2.6 o) = ([ et0a) toe) + o),

Pentru a demonstra existenta lui ¢ cu proprietatea (2.6), se considera
[a,b] C Q cu proprietatea ca supp(p) C [a,b] si supp(fp) C [a,b] si se

defineste
v = [ (e ([ etaac) o)) as.

Se obtine imediat ca ¢ € C*(Q2) supp(¢) C [a,b] si ¢ verifica (2.6).
Unicitatea este imediata.
Daca T este distributia cu proprietatea din enunt, avem ca, pentru orice

v € D(Q),
(T, ) = <T, </Q go(t)dt) 0o () + ﬁ(g;)> -

_ ( /Q @(t)dt> (T, 00) + <T, ﬁ(x)> _
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- </Q <p(t)dt) (T,600) — (T', ) =

= </Q gp(t)dt> (T, 00)

si prin urmare T este constanta. B

Convergenta unui sir de distributii se defineste punctual si este o notiune
foarte utila. Avem ca

Definitia 2.1.4 Un sir (T,,),>1 C D'(2) converge la o distributie T €
D'(Q) daca
lim (T,,, ) = (T, ¢), Ve €D(Q).

n—oo

2.2 Spatiul H'(Q)

Urmatorul spatiu va juca un rol deosebit in teoria ecuatiilor cu derivate
partiale

Definitia 2.2.1 Numim spatiu Sobolev de exponent 1 in (2,

H'(Q) = {f € L*(Q) ‘ % € L*(Q),i= 1,2,...,N}.

Zg

Notati cd derivatele partiale in definitia spatiului H L(Q) sunt in sensul
distributiilor. Mai precis, r%i € L?(Q2) daca exista g; € L?(f2) astfel incat

Op B ‘
| HergE@in =~ | a@yplade, ¥ e D@)

Sa remarcam c&, daca € este marginit, C1(Q2) € HY(Q) dar cele doua
spatii nu sunt egale. De asemenea, H!(2) nu este in general inclus in C(9).
Vom ilustra aceste doua proprietati in exemplele care urmeaza.

1. Daca Q = (—1,1) am vazut ca functia f : [-1,1] — R, f(x) = |z|, este
derivabilad in sensul distributiilor, cu derivata H definita prin

[ -1 dacaze(—1,0)
H(z) = { 1 daca z € (0,1).

Evident, H € L?(—1,1) si deci f € H'(-1,1) dar f ¢ C'[-1,1].
Astfel, C'[-1,1] S H'(-1,1).
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2. Fie k € (0, %), Q = Bp2(0,1) C R? si s& consideram functia
f:Q—=R, f(z,y) =InF (\/ur:2 —|—y2> .

Avem

1
/ |f(x,y)\2dxdy = / ln%(r)rdr < 00
Q 0
2 1 por 2
/ g(w,y) dzxdy = / / k? ln2k_2(r)Mdrd9 < 0
Q 0:1: 0 0 T

2 1 o L2
/ a—f(a:,y) da:dy:/ / k? lnzk*Q(T)MdrdG < 00.
|0y 0 Jo r

Se obtine ci f € H'(Q) dar f ¢ C(Q). Astfel, pentru N > 2, exista
functii care apartin lui H'(Q) dar nu sunt continue.

Urmitorul produs scalar poate fi introdus in H'(Q):

(2.7) (fr9)1 = /Q f(@)g( d“Z/ 5z

(x)dz, Vf,g € H'(Q)

Z

si notam
(2.8) 110 = V(I Hi-
Reamintim ca, ||f|lo.q = ||f||z2. Dacd domeniul Q este clar din context,

el va fi omis ca indice in notatia normelor.
Una dintre cele mai importante proprietati ale spatiului H'(Q) este de-
scrisa de urmatoarea teorema.

Teorema 2.2.1 H'(Q) este un spatiu Hilbert in raport cu produsul scalar
dat de (2.7).

Demonstratie: Este usor de vazut ca (2.7) defineste un produs scalar
in H'(Q). Mai avem de ariitat cd H'({)) este complet in raport cu acest
produs scalar.

Fie (vp)n>1 un sir din H'(Q), Cauchy in raport cu norma (2.8). Se

obtine ca (vp)n>1 s (%) , 1 <i < N, sunt siruri Cauchy in L?(12).
= i/ n>1
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Cum L?(2) este complet, se obtine ci existd v, v;, 1 <i < N, in L*(Q)
astfel incat

lim v, = v in L?(Q)
lim Oovp,

n—00 0,1‘1

= v; in L*(Q) pentru 1 <i < N.

Daca aratam ca % = v; ca distributii pentru orice 1 < ¢ < N rezulta
cid v € H'(Q) si demonstratia se incheie.

Fie1<i< N si ¢ € D(2). Avem ca

<8v > &p ) Oy
—,p ) == = — lim Un, =

ox;’ 67:1:Z n—oo Jo  Ox;

lim

'U
= "wz/viwzm,so)-

= v; ca distributii si teorema este demonstrata. W

Se obtine ca a”

Urmatorul rezultat este specific dimensiunii unu.
Teorema 2.2.2 Spatiul H'(a,b) este inclus in Cla,b).

Demonstratie: Fie u € H'(a,b). Atunci v’ € L%(a,b) si functia v definita
prin

apartine lui Cla, b], este derivabild a.p.t. in [a,b] si g—;(:c) = u/(z) a.p.t. In
[a,b] (vezi [28]). Vom denota prin 4 derivata clasicd, in timp ce ’ va denota
derivata in sens distributional.

Avem ca, pentru orice ¢ € D(a,b),

<v’,so>=—<v,so'>=—/:v<x> // s (2)dr =

—— [ ws)dspta) b

Prin urmare, v = v si conform lemei 2.1.1, u = v + C unde C este
o constanta reald. Cum v este o functie continua, rezulta ca u este, de
asemenea, continua si demonstratia se incheie. B

+/u’<> (2)dz = (o, ).

a a

Observatia 2.2.1 Asa cum am vdzut in exemplul 2, dacd N > 2, teorema
de mai sus nu mai este adevaratd.
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2.3 Spatiul H}(Q)

Stim din teorema 1.3.3 ci D(12) este dens in L?(2) dar nu stim daci el este
dens si in H'(2). Asa cum vom vedea, raspunsul este in general negativ.
Incepem cu urmaéatoarea definitie.

Definitia 2.3.1 Definim spatiul Sobolev

(2.9) i) =@ .

Astfel, H}(Q) este aderenta lui D(2) in H!(2). Este clar ca Hg(Q) este
tot un spatiu Hilbert in raport cu produsul scalar indus. Un prim rezultat
privind acest nou spatiu este urmatorul.

Teorema 2.3.1 H}(RY)= HY(RY).
Demonstratie: Vom parcurge doi pagi:
1. Orice functie v € H*(RY) poate fi aproximata prin functii din H*(R")
cu suport compact.
Fie M : RY — RY o functie din D(RY) astfel incat
pentru |z| <1

1
0<M(z)<1 pentrul<|z| <2
M(z)=0 pentru |z| > 2.

Pentru orice 7 > 0 definim functia M, € D(R™) prin M, (z) = M (Z).

T
Se obtine ca M, este o functie de suport compact care apartine lui

HY(RYN). Pentru orice v € HYRY) gi r > 0 avem ci M,v este o
functie de suport compact din H'(RY). In plus,

(2.10) lim M,v = v in H'(RY).

r—00

Astfel, orice functie din H'(R") poate fi aproximata prin functii din
H'(RY) cu suport compact.

2. Orice functie v € H*(RY) cu suport compact poate fi aproximat prin
functii din D(RY).
Fie (pg)r>1 sirul regularizant dat de (1.15). Pentru orice v € H1(RY),
functie cu suport compact, definim convolutia v = pi * v,

wla) = pexo@) = [ pula =)y
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2.8. Spatiul H}(Q)

Cum v are suport compact, se obtine ca vy este o functie din D(RN ).
In plus, din propozitia 1.3.4 si teorema 1.3.2,

(2.11) lim v, = v in HY(RY).

k—oo

Cum am demonstrat c# orice functie din H'(R") cu suport compact
poate fi aproximata prin functii din D(RY), demonstratia teoremei se
incheie. W

Pentru a ardta ci, in general, H}(Q) € H(2), vom demonstra urma-
toarea inegalitate care are o importanta de sine-statatoare foarte mare.

Teorema 2.3.2 (Inegalitatea Poincaré) Daca Q este un deschis marginit,
exista o constanta C = C(2) > 0 astfel incat

1
2
(2.12) ||U||0§C</QHVU||(2)> . e HY(Q),

Demonstratie: Din densitatea lui D(Q) in H(2) se obtine ci este su-
ficient sa demonstram inegalitatea pentru functii v € D(€2). Vom nota in
acelasi fel extensia prin zero a functiilor v la RV,

Cum 2 este marginit, existd doud numere reale a gi b astfel incat

QC{a::(:E',:I:N)GRN : aga:NSb}.
Avem c3,

TN Qv

) %(a@', s)ds.

v(r' zN) =

Folosind inegalitatea Holder rezulta ca

2 2

v ds.

oz N

ds < (xN—a)/ ‘56;1}\7(:6/’8)

o) < v—a) [ |2

Se obtine ca

/ |U(£L’l,a7N)|2dl'/ < (xny— a)/
RN-1 RN

2

ov de

%@)

si

b bh— 2
/ |v(z)|2dx :/ / lo(2!, zn)|?de’dzy < (b—a) /
RN a RN-1 2 RN
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Astfel,
b—a)?
(213) jolip < £525 |
RN

ceea ce reprezinta chiar mai mult decat (2.12). m

2

ov g

8%1\[

z)

Observatia 2.3.1 Din demonstratia teoremei se poate observa cd inega-
litatea (2.12) este adevdarata $i in cazul cand Q este marginit doar intr-o
singurda directie. [

Observatia 2.3.2 Din teorema 2.3.2 se obtine cd H(Q) € HY(Q) dacd
Q este marginit. Intr-adevar, orice functie constantd netriviald apartine lui
HY(Q) dar nu verificd inegalitatea (2.12) si deci nu poate fi in HE(Q). O

Observatia 2.3.3 Din teorema 2.3.2 rezultd ca, daca §2 este marginit, a-
1
tunci ([q |[Vul|?)? este o normd in H{() echivalentd cu cea indusd de

HY(Q). O

2.4 Teoreme de urma

Pentru o functie din L?(£2) nu are sens s vorbim de restricti ei la frontiera
domeniului, care este o multime de masurd nuld. Aga cum am vazut in
teorema 2.2.2, in cazul N = 1, H'(a,b) C Cla,b]. Astfel, dacd v € H'(a,b),
are sens sa vorbim de v(a) si v(b). Pe de alta parte, exemplul 2 din sectiunea
2.2 ne-a aritat ci, daca N > 2, H(Q) € C(Q). Astfel, nu este clar daci
putem defini restrictia unei functii din H'(€2) la frontiera domeniului.

In aceastd sectiune vom arita ci orice functie din H' (Q) are o “urma” pe
frontiera domeniului de definitie care generalizeaza conceptul de restrictie.
Aceasta proprietate are loc daci frontiera domeniului este local difeomorfa
cu un hiper-plan.

Sa introducem mai intai urmitoarele notatii: C*(Q) (respectiv D(Q)) va
denota spatiul de functii v definite pe o multime deschisa O, cu Q € O C RY,
si astfel incat v € CK(O) (respectiv v € D(0O)).

Vom analiza urmatoarele cazuri:

2.4.1 € este un semi-spatiu
Fie Rf si RY semi-spatiile deschise,

Rf ={z= (2, zn) cRY . o GRN_I, zn > 0},
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2.4. Teoreme de urma

RY = {z=(2/,zy) e RN : 2/ e RV! 2y <0}
si I' frontiera lor,

Iy ={z=(2,zy) eRY : 2’ e RN71 2x = 0}.

Lema 2.4.1 Spatiul D(@) este dens in H'(RY).

Demonstratie: Ne vom baza pe teorema 2.3.1. Data v € H'(RY), intro-
ducem functia w definita prin reflexie

/ v
w(z) = { v(z',zN), daca xn >0

v(a',—zy), dacdzy <0

si ardtim ca w € H(RY).

Cum,
| w@Ps=2 [ )
RN N

RY
obtinem ci w € L2(RY).

Pe de alta parte, daca definim

=t

pentrul <¢ < N —13i

(x TN),

daca zny >0
w(ac —zN),

m‘w@‘w

daca zny <0

w (', zN), dacad zn >0
WN = %w (

', —xn), dacazy <0

obtinem ca w; € L*(RY) pentru 1 < i < N. In plus, pentru orice ¢ €
D(RY), avem ca

(w52 = o mergitons

/ w(x/,xN)?p(x/,xN)dx'd$N+/ w(', —zN) 0
RY Li RY

N 83:1
ow (2 2Nz, oN)da' don — Ow — (2, —aN) (2, xn)dr' dzy =
Rf aJIZ RN 8

- / wi(z)p(x)dz = — (wi, @)
RN

(o, zy)dr'dzy =




CAPITOLUL 2. SPATII SOBOLEV

Astfel, g—z = w; si prin urmare w € H(RY).
Din teorema 2.3.1 se obtine ci existd un sir (pg)p>1 € D(RY) astfel
incat
o — w in HY(RY),
Daca vy, este restrictia la Rﬂy a lui ¢y obtinem ca (¢y)g>1 C D(@) si
Yr — v in HY(RY)

si demonstratia se incheie. W
Acum, daca v € D(@), restrictia lui v la I'y apartine lui D(RV-1). In
plus, avem

Lema 2.4.2 Pentru orice v € D(@),
(2.14) (-, 0)l|L2ev—1) < [vll o gayy-
Demonstratie: Cum
> 9
o, ) = —/O s lula ) Py =

< v

o Ozn

<1l ov ,
< -
< /0 [ oon (', xN)

se obtine prin integrare in 2’ ca

/ ]v($/,0)|2dx/§/ [
RN-1 RN

si (2.14) este demonstrata. m

=2

(2 xn)v(x, zy)dey <

2

+ ]v(x’,xN)]2] da'dz N

2
(ml’xN)

Dan +|v<x’,xN>|2] doyda’ =||olfh

Astfel, aplicatia restrictie la 'y,
veDRY) — v(-,0) € DRV 1)

poate fi prelungita in mod unic prin densitate (datorita lemei 2.4.1) si con-
tinuitate (datorita lemei 2.4.2) la o aplicatie liniara si continua

v HY(RY) — L*(Ty).

Definitia 2.4.1 Pentru orice functie v € H(RY), v(v) se va numi urma
lui v pe I'y.

Remarcati c, dacd v este regulata (de exemplu v € C(RY)) atunci are
sens sa vorbim de restrictia Iui v la I'y si y(v) = vpy.
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2.4.2 () este o multime deschisa regulata

Pentru a extinde rezultatele din sectiunea 2.4.1 la multimi mai generale, este
nevoie ca frontiera lui §2 sa fie local cat mai asemandtoare unui hiperplan.
Mai precis,

Definitia 2.4.2 O multime Q C RY este m-regulata dacd este marginitd
si exista un numadr finit de multimi deschise (O;)o<i<m §i, pentru fiecare
i=1,2,.... M, cdte o aplicatie ¢; : O; — By~ (0,1) astfel incdt

1. 0gcQ,QcUY, 0
2. p; este bijectiva, @; st <p;1 sunt de m ori continuu diferentiabile

gDZ(OZ N Q) = Bpn (0, 1) NRY =
={y=("yn) eRY : [y <1,yy >0}
©0i(0; NON) = Bpn (0,1) "RV =
O prima proprietate a multimilor regulate este legatd de posibilitatea
prelungirii functiilor din H'(Q) la functii din H'(R"), aseméanatoare pro-
prietatii demonstrate in lema 2.4.1.

Lema 2.4.3 Daca §2 este 1—regulata, exista un operator liniar si continuu
P: HY Q) — HYRN) astfel incdt, pentru orice v € H'(Q),

(2.15) Pv=wv a.p.t. in .

Demonstratie: Cazul Q = Rf a fost deja studiat in cursul demonstratiei
lemei 2.4.1. Mai precis, am vazut ca, dacd v € H I(Rf ), atunci functia w
definita prin reflexie

w(z) = v(a!, xN), dacd zny >0
| v(@,—zy), dacdzy <0

apartine lui H'(RY). Astfel, putem defini Pv = w. Este usor de vizut ci
P este liniar si continuu din H'(RY) in H}(RY).

Daca 2 este multime deschisa 1—regulata, introducem o partitie a unita-
tii (a;)M,, subordonata acoperirii (0;)M, a lui €2, adici o multime de functii
()M, astfel incat

M
a; € D(0;) si Zai =1 pe €.
i=0
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Pentru orice v € HY(Q) sii € {0,1,..., M} vom defini Pa;v iar apoi vom
lua

M
P(v) = Z Pajv.
=0

In primul rand, definim P(agv) = wp, unde wy este extensia lui agv
prin zero la RY \ Q. Apoi, pentru 1 < i < M consideram functia w; =

(o) o (<p;1|B+) unde By = By (0,1) NRY.

Avem ci w; € H'(B,). In plus, w; este zero intr-o vecinitate a frontierei
{y € 9B+ : yn > 0}. Astfel, w; poate fi extinsa prin zero la o functie din
H'(RY) notatd w;.

Acum, fie P(w;) extensia lui w; prin reflexie la RY ca in prima parte a
demonstratiei. In final, definim

o —

P(a;v) =w; o p;

—

unde w; o ; este extensia prin zero a lui w; o ; la RN\ O;. ®

Lema 2.4.4 Dacd Q este 1—regulatd, atunci D(Q) este densd in H(€2).

Demonstratie: Fie v € H'(2). Din lema 2.4.3 se obtine ci existd o
functie Pv € H'(RY) care extinde v in RV \ Q. Din teorema 2.3.1, obtinem
cd existd un sir (wg)r>1 C D(RY) care converge la Pv in H'(RY). Daca vy,

este restrictia lui wy, la €2, obtinem ca (vx)r>1 C D(€2) este un sir convergent
lavin HY(Q). =

Pentru orice v € D(Q), notdm prin ~y(v) restrictia lui v la frontiera T' a
lui €
() = v,

Avem urmatorul rezultat.

Lema 2.4.5 Daca §2 este 1—requlat, exista o constanta C > 0 astfel incat

(2.16) v @)l 2ry < Clollgry, Vo€ D(Q).

Demonstratie: Fie v € D(Q). Ca in lema 2.4.3, introducem o partitie a
unititii (;)M, si considerim w; = (av) 0 p; ', 1 < i < N. Folosind lema
2.4.2 obtinem ca

(2.17) |[will 21y < Cllwil| g g2y
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Proprietatile functiilor ¢; si o; implica existenta unor constante C;, ¢; >
0 astfel incat
Wil g1 gy < Cillvll o)
|[wi|| p2@n-1y > eillv (V)] L2(r)

si (2.16) este demonstrata. m

Putem acum s& dam un sens precis restrictiei unei functii din H*(Q) la
frontiera domeniului. Avem urmatorul rezultat.

Teorema 2.4.1 (Teorema de urma) Fie Q un deschis 1—regulat. Ezista o
aplicatie unicda v cu proprietatile:

1. v: HY Q) — L*(T)

2. ~ este liniara si continud

3. y(v) = v, YveDWQ).

Demonstratie: Folosind lemele 2.4.4 si 2.4.5, obtinem ca aplicatia restrictie
la T,
veD() — v, € LA(I)

poate fi extinsa In mod unic prin densitate si continuitate la o aplicatie
liniara si continua

v HY(Q) — LY(T)
si demonstratia se incheie.
Definitia 2.4.3 Pentru orice functie v € HY(Q), v(v) se va numi urma
lui v pe T

Observatia 2.4.1 Din definitia aplicatiei urmd vy, v(v) = vjr pentru orice

v € D(Q). Acelasi lucru este valabil si dacd v este continud in Q. Intr-
adevdr, fie v € C(Q) N HY(Q). Existd un sir (vg)i>1 C D(Q) care converge
lav in C(Q) N HY(Q). Avem cd

() = vrll2ay < C [lIv(w) = y(Wi)llz2ey + vk — voelle2ay ] <

< C [Ilo = el 1y + 110k = 0)y 2 -

Din convergenta sirului (v)g>1 la v in C(Q) N HY(Q), ultimul termen
tinde la zero cand k tinde la infinit si obtinem ca y(v) = vjr. O
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In cele ce urmeaza notatia y(v) va fi inlocuita prin mai simpla vjr.

Definitia 2.4.2 arata ca un deschis 1—regulat nu poate avea colturi.
Putem defini o clasd mai largd de deschigi care sa cuprinda gi astfel de
cazuri.

Definitia 2.4.4 O multime Q C RN este 1-regulati pe portiuni dacd
este marginita gi exista un numdr finit de multimi deschise (O;)o<i<m §i,
pentru fiecare i = 1,2,..., M, cdte o aplicatie p; : O — Brn(0,1) astfel
incat

1. Oy cQ, Qc U, 0
2. ¢; este bijectivd, p; si ;' sunt continuu diferentiabile
{ 0i(0; N Q) = Bew (0,1) N C;
©i(0; NOQ) = Brn (0,1) N AC;
C; fiind Rf , un con deschis sau complementara unui con inchis din Rf .

Rezultatele acestui paragraf se generalizeaza cu usurinta la cazul unui
deschis 1—regulat pe portiuni.

2.5 Aplicatii ale teoremei de urma

Daca () este o multime 1—regulata, prin v vom denota normala exterioara
unitara in fiecare punct al frontierei I' a lui 2. Prin v; vom denota compo-
nenta ¢ a lui . Vom demonstra acum o generalizare a formulei lui Green
care este de mare utilitate.

Teorema 2.5.1 Fie Q2 o multime 1—regulatd. Daca u siv sunt doud functii
din H'(Q) atunci

ou v
2.1 dxr = — d do.
(2.18) /aniv x /Quaxi :U+/Fuvu o

Demonstratie: Fie (ug)r>1 C D(Q) si (v)r>1 C D(Q2) doua siruri care
converg la u si respectiv v in H'()). Pentru functiile regulate wuy si vy
formula clasica a lui Green este adevarata si avem ca

(2.19) /Q?;]:vkdx: —/ﬂukgsjd:v—i—/rukvkuido.
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Din convergenta sirurilor (ug)r>1 si (vg)r>1 la u si respectiv v si teorema
2.4.1 obtinem c& v(ug) — v(u) si y(vg) — v(v) in L?(T). Astfel, putem trece
la limita in (2.19) si (2.18) este demonstrata. ®

Vom da in cele ce urmeazi o caracterizare utila a functiilor din Hg ().

Teorema 2.5.2 Fie 0 o mulfime deschisa 1-requlata. Pentru orice v €
HY(Q) definim extensia prin zero a lui v la RY,

(z) = v(z) daca x €
10 dacd z € RV \ Q.

Urmatoarele proprietati sunt echivalente:
1. ve H}(Q)
2. v € H'(RN).

Demonstratie: Fie v € H}(). Exista un sir (¢r)k>1 C D(2) conver-
gent in H'(Q) la v. Fie @y extensia prin zero la RN \ Q a lui ¢;. Evi-
dent, (pr)k>1 C D(RY). Daci aratiam ci (pg)r>1 converge la o in HY(RY)
obtinem ca v € H'(RY).

Cum (g )k>1 converge in H1(£2) la v se obtine c& (P, )k, este un sir Cauchy
in H'(RY). Deci, exista w € H'(RY) astfel incat gy — w in H'(RY) cand
k tinde la infinit. Evident, w), = v.

Pentru a ariita ci w = v si observam ci @ — w in L2(RY) cand k tinde
la infinit. Se obtine c& exista un subsir al lui (¢r)r care converge aproape
peste tot la w in Q. Astfel, w = 0 a.p.t. in RY \ Q si prin urmare w = v.

Fie acum v € H'(Q) astfel incit © € H'(RY). Folosind harti locale
si o partitie a unitatii, reducem problema la urmatoarea proprietate: daca
u € H'(RY) are suport compact si & € H'(RV) atunci u € H}(RY). Prin
u vom nota extensia prin zero a lui u la RV \ RY.

Pentru fiecare k > 1, introducem functia wy(z) = 4(z’,2n — 1). Vom
obtine ci wy € HY(RY) si (wg)r>1 converge la 4 in H(RY). Remarcim ca
supp(wy) C {(z/,zn) ERN : 2y > £}

Daca (pn)n>1 este un sir regularizant, definim ¢, = p, x wy, € D(RY) si
avem ca (¢n)n>1 converge la wy cand n tinde la infinit. Luand n suficient
de mare (de exemplu, n > 5-) obtinem c& ¢, € D(RY).

Astfel, am construit un gir din D(RY) care converge la u in H*(RY). Se
obtine ci u € H'(RY) si demonstratia se incheie.
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Observatia 2.5.1 Prima parte a demonstratiei teoremei 2.5.2 aratd ca ori-
ce functie din HOI(Q) se poate prelungi prin zero in afara lui ), obtinandu-
se o functie din H'(RY), fard nici o ipotezd suplimentard asupra lui €.
Cerinta ca ) sa fie 1—requlat intervine doar in a doua parte a demonstratiei
teoremes. [

In cele ce urmeaza vom caracteriza elementele lui HE(Q) ca fiind acele
functii din H'(€2) care se anuleaza pe frontiera lui Q. Mai precis, avem ca

Teorema 2.5.3 Daca ) este mulfime 1—regulatd atunci
(2.20) HY(Q) = {ve H(Q) : v(v) =0}.
Demonstratie: Mai intai demonstram incluziunea
HY(Q) € {v e HY(Q) : 4(v) = 0}.

Fie v € H}(Q). Existd un sir (vg)r>1 C D(Q) care converge la v in
H'(Q). Din continuitatea aplicatiei urma se obtine ci v(v) este limita sirului
(7(vk))k>1 cand k tinde la infinit. Cum insa y(v;) = 0 pentru fiecare k,
rezulta ca y(v) = 0.

Sa demonstram acum incluziunea

{ve H'Y(Q) : y(v) =0} C Hy(Q).

Fie v € H(Q) astfel incat v, = 0 si fie ¥ extensia prin zero la RY. Daci

demonstram ci v € HY(RY), din teorema 2.5.2, obtinem ci v € H}().

Evident, 7 € L2(RY). Fie acum 9; extensia prin zero la R \  a lui
v; = 2% e L2(Q). Avem ci 0; € L2(RN). In plus, pentru orice ¢ € D(RY),

ox;
aplicand fomula lui Green, avem ca
~ ~ ov
@e) = [ | Blelelade = [ 7 (@)ola)do =
RN Q 0%

_ Op (2)de = Op
= /Qv(:v) oz, (iL')d.I‘—i—/FU(x)(p(SU)I/Z(.Z')dx = /Q’U(ac)axi (x)dx,
ultima relatie avand loc deoarece y(v) = 0.
Prin urmare, obtinem ca
O _ 0p  voova _ [~ 0P
s (x)v(x)dx = O (x)v(z)dr = <v, 8xz->'

Se obtine ca g—j =0; € L*(Q) si prin urmare v € H'(RY). =

<’l/)\7;,(,0> =

Observatia 2.5.2 Rezultatele acestui paragraf se generalizeazd cu usuringd
la cazul unui deschis 1—regulat pe porfiuni. [
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2.6 Spatiul Sobolev H" ()

Vom generaliza definitia spatiului H'(Q) in felul urmstor.

Definitia 2.6.1 Pentru orice intreg m > 1, numim spatiu Sobolev de
exponent m in (,

H™(Q) = {ve L*(Q) : D*v e L*(Q), |a| <m}.

In H™ (1) se definegte produsul scalar

(2.21) (U V). = / > D uD" | dx
Q

la|<m
si notam
(2.22) ullm.o = 1/ (4 w)mo-

Atunci cand domeniul va fi clar din context, vom omite indicele £ in
(2.21) si (2.22).
La fel ca in teorema 2.2.1, avem ca

Teorema 2.6.1 H™() este un spatiu Hilbert in raport cu produsul scalar
dat de (2.21).

Generalizarea teoremei de urma in cazul spatiului H?(2) este urmitoarea

Teorema 2.6.2 Daca 2 este un deschis 1—regulat, aplicatia

- ov
v—F(v) = vwa‘
I

din D(Q) in L3(T') x L?(T") se prelungeste la o aplicatie liniard si continud
din H?(Q) in L*(T) x L*(T).

Demonstratie: Din teorema 2.4.1 avem ca aplicatia
U= Yp

din D(Q) in L?(T) se prelungeste la o aplicatie liniara si continua din H*(Q)
in L?(T'). Acelasi lucru este adevarat si pentru pentru

ov ov

N
ox; ox; ’F

,1<i<N.
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Cum v € L*>(T"), obtinem ca aplicatia

En
o,

v —
este liniara si continua din H?(§2) in L?(T') si demonstratia se incheie. m

Observatia 2.6.1 Prelungirea aplicatiei 7 din teorema 2.6.2 este unicd da-
cd D(Q) este dens in H*(Q). Acest lucru este adevdrat dacd Q are frontierd
2—regulata (vezi exercitiul 6). Pentru demonstratia teoremei 2.6.2 nu am
avut nevoie decat de densitatea lui D(Q) in HY(Q), ceea ce este adevdrat
daca Q2 are frontiera 1—requlata. [

Avem, de asemenea, urmatoarea formula a lui Green.

Teorema 2.6.3 Fie Q o multime 1—regulatd. Dacd u € H*(Q) si v €
HY(Q) atunci

(2.23) —/Auvd:nz/Vqudw—/auvda.
Q Q r ov

Demonstratie: Folosind formula lui Green din teorema 2.5.1, avem ca

9%u ou Ov ou
——vdx = dr — —oy;d
svdx oz T g xivy o

si (2.23) se obtine prin insumarea egalitatilor pentru 1 <i < N. =

Observatia 2.6.2 Toate rezultatele anterioare sunt valabile, de asemenea,
in cazul unui deschis 1-requlat pe portiuni. [

Amintim in final urméatoarele rezultate de incluziune datorate lui Sobo-
lev, Rellich si Kondrashov, a caror demonstratie se poate gasi in [4].

Teorema 2.6.4 Fie Q o multime din RN 1—requlatd pe portiuni. Avem cd
1. Spatiul HY () este inclus cu compacitate in L*(Q).
2. Pentru orice m > 1, H™(Q) este inclus cu compacitate in H™ ().

3. Dacdm > & atunci H™(Q) este inclus cu compacitate in C(S).
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2.7 O familie de inegalitati

Vom demonstra in aceasta sectiune o inegalitate foarte generala, cu ajutorul
careia vom deduce mai multe inegalitati de tip Poincaré.

Teorema 2.7.1 Se considerd spatiul vectorial nomat (Xo, || |lo) si spatiul
Banach (X1,]] ||1) astfel incat X1 C Xo cu incluziune compacta i || || este
o seminormda pe X1, unde

l|z]| = ||z]|1 — ||z|lo, Vz € X;.

DacaY ={x € X1 : ||z|| =0} iar L : X; — Y este un operator proiectie
(liniar, surjectiv, continuu, L o L = L) atunci exista o constanta C' > 0
astfel incat

(2.24) ||z — Lx|lp < Cl|z||, Yz e X;i.

Demonstratie: Pentru sistematizare, vom parcurge mai multi pasi:

1. Aratam ca X7 = Ker L @ Im L.

Pentru fiecare * € X; putem scrie x = (x — Lz) + Lz. Evident,
Lz € Im L si (z — Lx) € Ker L deoarece

L(x — Lz) = Lz — (Lo L)x = Lz — Lx = 0.

Fie acum « € Ker LNIm L. Cum z € Im L, exista y € X astfel incat
x = Ly si prin urmare

x=Ly=(LoL)y=Lx=0,

ultima egalitate fiind adevarata deoarece x € Ker L.

Sa mai observam ca, din surjectivitatea lui L, rezulta ca ImL =Y.

2. Aratam ca, daci r € Xy six =z4+ycuz € KerL si y € Y, atunci
||z|| = ||z||- Intr-adevar, avem c&

lz|] = |1z +yll < [I2]| + llyll = [I2]|
12l =z +y =yl < lz+yll + | = yll = [z + yl| = [|z]]-
3. Aratam ca (Ker L, || ||) este un spatiu vectorial normat. Avem ca
[[Az|[ = [[Az][x — [[Az]lo = [Al([|z][1 — [|z[lo) = [A[[|z]]-
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Pe de alta parte, dacd x € KerL cu ||z|| = 0 atunci z € Y (din
definitia lui Y') si prin urmare z = 0 deoarece Ker L N Im L = {0}.

S& mai observam, de asemenea, ca (Ker L, || ||1) este spatiu Banach
deoarece Ker L = L71({0}) si L, fiind continud in X;, duce multimi
inchise in multimi inchise.

4. Demonstram ca exista C' > 0 astfel Incat

(2.25) l1z]lo < C||z||, V=z € Ker L.

Pentru aceasta este suficient si aratam ca exista C’ > 1 astfel incat,
pentru orice z € Ker L, avem ca

1
(2.26) [1zllo + 11211 = Izl < 3llzllo + C'lIz]-

Prin reducere la absurd, sa presupunem ca (2.26) este falsa. Rezulta
ca, pentru orice n > 1, exista x,, € Ker L astfel incat

1
[lzalls > Sllzallo +nllzall

Definim y,, = waﬁ si observam ca (yn)n>1, fiind marginit in X este

relativ compact in Xy. Prin urmare, exista un subsir, notat la fel, care
converge la y in Xj.

Pe de alta parte,
1 1
ynll < —llynllr = —
n n

si prin urmare (yy,),>1 converge la 0 in norma || ||.

Fiind convergent atat in norma || ||o cat si in norma || ||, sirul (yn)n>1
este Cauchy in norma || ||, si prin urmare exista § € X astfel incat
(Yn)n>1 tinde la g in Xj.

Cum Ker L este Inchis in X7, rezulta ca g € Ker L.

Din ||yn — yllo < ||yn — yl|1, rezulta cd § = y. De asemenea, avem ca
yll = [lgllr = 1.

Pe de alta parte
L= {lynllr = llynllo + llynl.

Trecand la limita obtinem ca ||y|lo = 1 si prin urmare
[yl = [lyllr = llyllo = 0.

Folosind punctul 3, rezulta ca y = 0 ceea ce este o contradictie.
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5. Demonstram ca, pentru orice x € X; are loc (2.24). Folosind punctul
1, scriem zx =z+ycuzeKerLsiyeY siobservam ca

||z — Lz[lo = ||z +y — Lz — Lyllo = [|2]|o-
Din inegalitatea (2.25) rezulta ca
||z — Lzllo = [[z]lo < C|l#|-
Acum, folosind punctul 2, obtinem ca
||z — Lzflo < Cl|z|| = Cl|z + yl| = C||=||
si teorema este demonstrata. m
Folosind teorema 2.7.1, vom deduce o serie de inegalitati de tip Poincaré
foarte utile. Incepem cu o noud demonstratie a teoremei 2.3.2.

Corolarul 2.7.1 Fie Q C RN un deschis 1—requlat. Ezistd o constantd
pozitiva C' > 0 astfel incat

(2.27) ul|z2 < C||Vullg2, Yu € Hy(R).
Demonstratie: Cu notatiile teoremei 2.7.1, luam
Xo = L*(9Q), |lullo = |lull L2,

X1 =HY(Q), |lully = [lullr2 + [|Vul| 2,
Y ={u:Q—R: u=constanta} = R,

1
L(u) = —= u.
1092 Joq
Norma || ||1 este echivalentd cu norma uzuald din HY(Q), || ||z:. De
asemenea, si observam ca
[lull = [IVull 2.

Cum ( este 1—regulat, X; este inclus cu compacitate in L2().
Din teorema 2.7.1 deducem ca exista o constanta C' > 0 astfel incat

o,
U — ——— u
109 Jaq

Inegalitatea (2.27) se obtine tinand cont c&, pentru orice u € H{(Q),
Lu=0.m

< Cllull, Yue HY(Q).
0
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Corolarul 2.7.2 Fie Q C RY un deschis 1—regulat $i T'y C 9Q cu |To| > 0.
Ezxista o constantd pozitiva C > 0 astfel incat

(2.28) [Jull2 < ClIVull2, Vue Hp () = {ue H(Q) : uy, =0}
Demonstratie: Ca in teorema 2.7.1, ludm
Xo = L*(Q), ||ullo = lul| 2,

X1 =HYQ), [lulls = llullz: +[[Vull2,
Y ={u:Q—R: u=constanta} = R,
1

L(u) = —

ITol Jr,

Fiind indeplinite conditiile teoremei 2.7.1, din (2.24) deducem ca (2.28)
este adevarata. W

u.

Corolarul 2.7.3 Fie Q C RN un deschis 1—regulat. Ezistd o constantd
pozitiva C' > 0 astfel incat

il
U — —— u
12| Jo

Demonstratie: Consideram

(2.29)

< C||Vul|p2, Yue HY(Q).
L2

Xo = L), [[ullo = |ful|,

X1 =HNQ), [lulls = llullzz +[[Vull 2,
Y ={u:Q— R : u=constanta} = R,

) |m/

Din teorema 2.7.1 deducem exact (2.29).

Observatia 2.7.1 Se obtine din (2.29) cd inegalitatea
(2.30) lull 2 < Cl[Vull 2

este verificatd de orice functie u € H'(Q) = {fue H(Q) : [qu=0}. O
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Corolarul 2.7.4 Fie Q C RN un deschis 1—requlat. Ezistd o constantd
pozitiva C' > 0 astfel incat

N

9%u
(2.31)  lullr2 + [|Vull2 <C Y
i=1

L2

Demonstratie: Este suficient s& demonstram inegalitatea pentru functii
din D(2). Avem ca

J

Demonstratia se incheie luand e suficient de mic si folosind (2.27). m

2
d%u

2
Ox;

2 ou Ou 9%u
T = —dr=— | u—5dx <

ou
8.%1'

1
2 —_
|uHL2 + 2% ‘

|

2.8 Exercitii

1

1. Demonstrati ca daca f € L;,,

() atunci aplicatia

o eD(Q) /Q f(@)p()dz

este bine definita si reprezinta o distributie in .

2. Daci € este un deschis marginit din RY, u € HY(Q) si v € CY(Q),
atunci uwv € HY(Q).

3. Daca Q si Qy sunt doi deschisi din RV, u € H'(Qy) iar ¢ : Qy — Oy
este o functie de clasa C!, atunci uo ¢ € HY(Q9).

4. Presupunem ci © este un deschis 1—regulat din RY. Demonstrati ine-
galitatea Poincaré folosind metoda reducerii la absurd si compacitatea
incluziunii lui H(Q) in L?(£2).

5. Delta lui Dirac dy este o distributie care nu apartine lui L?(Bgn (0, 1)),
adici nu existd nici o functie f € L?(Bgn (0, 1)) astfel incat

4(0) = / f(@)p(@)de, Y € D(Ban(0,1)).
By (0,1)

6. Daci 2 este un deschis 2—regulat din RY, atunci D(Q) este dens in
H?(Q).
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Capitolul 3

Probleme eliptice
variationale

In acest capitol vom introduce o clasi larga de probleme variationale si
vom studia existenta si unicitatea solutiilor lor. Mai intai vom considera
cazul abstract iar apoi vom particulariza, analizand probleme de tip Poisson,
Stokes, elasticitate etc. Metodele variationale introduse in acest capitol vor
sta la baza procesului de aproximare prin metoda elementului finit a carui
descriere se va face In capitolele urmatoare.

3.1 Probleme variationale abstracte

Fie V' un spatiu Hilbert cu produsul scalar (-, -) si norma || - ||.
Consideram o forméa a biliniara, continua si coerciva in V. Mai precis,
a:V xV — R este o aplicatie cu proprietatile

1. Biliniaritatea: Pentru orice o, 3 € R si u,v,w € V avem

{ a(au + v, w) = aa(u,w) + Ba(v, w)
a(w, au + pv) = aa(w,u) + Ba(w,v).

2. Continuitatea: Exista o constanta pozitiva M > 0 astfel incat, pentru

orice u,v € V,
|a(u,v)| < M|[ul] |Jv]].

3. Coercivitatea: Exista o constanta pozitiva m > 0 astfel incat, pentru
orice u € V,
2
m||u||* < alu,u).
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3.1. Probleme variationale abstracte

Consideram, de asemenea, o forma L liniara gi continua in V', adica o
aplicatie L : V' — R astfel incat

1. Linearitatea: Pentru orice o, 5 € R ¢i u,v € V avem
L(au + fv) = aL(u) + BL(v).

2. Continuitatea: Existd o constanta pozitiva C > 0 astfel incat, pentru
orice u € V,
[ L(u)] < Cllull.
Studiem acum urmatoarea problema variationald: gasiti u € V astfel
incat

(3.1) a(u,v) = L(v), Yv € V.

Urmatorul rezultat este cunoscut ca teorema Lax-Milgram si oferda un
raspuns la problema (3.1).

Teorema 3.1.1 (Laz-Milgram) Fie V un spatiuv Hilbert. Daca a este o
forma biliniara, continud si coerciva iar L este o forma liniard $i continud

in V', atunci problema (3.1) are o solutie unica u € V.

Demonstratie: Cum L este liniara si continua in V, din teorema de
reprezentare a lui Riesz, se obtine ca exista f € V astfel incat

(3.2) L(v) = (f,v), YveV.
Cum a este biliniara si continua in V', pentru fiecare w € V', aplicatia
a(w,-): V—-D~R

este liniard si continud in V. Aplicdnd din nou teorema lui Riesz, se obtine
cd, pentru fiecare w € V, exista un unic element A(w) € V astfel incat

(3.3) a(w,v) = (A(w),v), YveV.

Astfel, am definit operatorul A : V' — V. Este usor de vazut ca A este
liniar. In plus, din

1A(w)|* = (A(w), A(w)) = a(w, A(w)) < M||w]|[|A(w)]l,
se obtine ca A este de asemenea continuu in V si ||A|| < M.
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Cu (3.2) si (3.3), problema (3.1) se reduce la a arata ca, pentru orice
f €V, existd un unic u € V astfel incat

(3.4) A(u) = f.
Pentru a demonstra acest lucru, definim aplicatia T: V — V
T(w) =w— p(A(w) — f)

unde p > 0 este un numar pozitiv real ce va fi ales mai tarziu.
Notati ca A(u) = f daca si numai daca T'(u) = u. Astfel, u este o solutie
a problemei (3.4) daca si numai daca u este un punct fix al aplicatiei T.
Vom demonstra ca T este o contractie in V pentru un p ales core-
spunzator. Din teorema lui Banach va rezulta ca T' are un punct fix unic si
demonstratia se va incheia. Avem ca

T (w1) — T(w2)||* = w1 — wy — pA(wy — ws)|* =

= [Jwr — wa||* + || A(wr — wo)||* = 2p(A(w1 — wa), w1 — wa) =

= |Jw1 — wo||* + p?||A(w1 — w2)|[* — 2pa(w; — wa, w1 — ws) <

< (14 p?M? = 2mp)|[wy — wal|*.

Daca alegem p = obtinem ca

m
MZ>

m2

700 - TP < (1 373 ) lhor = el

si T este o contractie in V. Demonstratia este acum completa. ®

Observatia 3.1.1 Se poate demonstra direct ca operatorul A definit mai
sus este surjectiv, adica R(A) = V. Intr-adevar, din continuitatea lui A
deducem ca R(A) este inchis in V. Pe de alta parte, este usor de vazut cd

R(A)* ={0}. O

Vom presupune in continuare ca forma biliniara, continua si coerciva a
este, In plus, simetrica:

a(u,v) = a(v,u), Yu,veV.

In acest caz particular dispunem de o demonstratie mai simpla a teoremei
Lax-Milgram. In plus, solutia problemei variationale (3.1) poate fi obtinuta
printr-un proces de minimizare.

Definim functionala J : V — R,

() = %a(v, V) — L(v).
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Teorema 3.1.2 Fie a st L ca in teorema 3.1.1. Daca, in plus, a este si-
metricd, atunci problema (3.1) are o unicd solufie uw € V' care verificd

(3.5) J(u) = min J (v).

veV
Demonstratie: Din proprietatile lui a deducem ca
v, w — a(v,w)

defineste un produs scalar in V' echivalent cu cel initial.

Cum L este liniard gi continua In raport cu norma introdusa de noul
produs scalar, din teorema de reprezentare a lui Riesz, obtinem ca exista o
unica u € V astfel incat (3.1) este verificata.

Pentru a arata ca u este minimizatorul functiei J, sa observam ca

T () = J(u) = <;a(v,v) - L(v)> - <;a(u,u) _ L(u)) _

- @a(v —u,v) — L(v) + ;L(w) + ga(u,u) =

- <;a(v ) — ;L(v)> n (;a(u —vu)+ ;L(v)> _

1
= ia(v —u,v—u) > mlv—ul)?
Se obtine ca J(u) = min,ey J(v) si demonstratia se incheie. ®

Sa remarcam ca (3.5) are si o interpretare mecanica: energia corespun-
zatoare pozitiei de echilibru este minima.

Observatia 3.1.2 Relatia (3.1) reprezinta conditia Euler pentru functiona-
la J. FEste usor de verificat ca J este diferentiabild in orice punct wg € V
si J' (wo)(v) = a(wg,v) — L(v). Intr-adevar avem cd,

J (wo +v) = I (wo) = (a(wo, v) — L(v)) =

= %(a(wo—i-v,wo—i-v) — L(wyg+v))— %a(wo,wg)—i-L(wo) —a(wp,v)+ L(v) =

1
= §a(v,v).
Se obtine ca ,
fo 1T (w0 +0) = T wo) = (alwo,0) = L _ - alv,e)
l[o]|—0 ]| llol|—0 2[[v]|
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CAPITOLUL 3. PROBLEME ELIPTICE VARIATIONALE

Din continuitatea lui a rezulta ca J este diferentiabila (Fréchet) in wo si
J'(wo)(v) = a(wo,v) — L(v).

Obtinem cd u este solutie a lui (3.1) dacd si numai daca J'(u) = 0.
Astfel, u este un punc critic al lui J.

Finalmente sa remarcam ca, in multe ecuatii eliptice (neliniare), existen-
ta solutitlor este obfinuta prin aceeasi metoda: se defineste o functionald si se
demonstreaza existenta minimului. Apoi, cum minimul este un punct critic
al functionalei, se obtine ca este, de asemenea, solutie slaba a problemei
eliptice initiale. [

Existenta minimului functionalei J este asiguratd de urméatoarea teo-
rema, foarte importanta in calculul variational (vezi [4])

Teorema 3.1.3 Fie X un spatiu reflexiv si J : X — R o functionald con-
vexd, semi-continud inferior si cu proprietatea de coercivitate

(3.6) lim J(z) = oc.

||| —o0
Atunci exista u € X cu proprietatea ca

(3.7) J(u) = irél)r(l J(v).

In cazul functionalei J sunt indeplinite conditiile din teorema 3.1.3 si
prin urmare problema (3.5) are o solutie.

3.2 Problema Poisson

Fie Q o multime 1-regulatd din R"V. Vom nota prin v normala exterioars
unitard la frontiera 9Q a lui Q. In plus, vom presupune ca 92 = T'g U Ty,
unde Iy g1 I'; sunt doua submultimi disjuncte ale lui 9€2, cu I'y de masura
nenula.

Definim operatorul eliptic de ordin doi

N
0 0
AU = — E (97:6] <a”a%u) + aou
ij=1

unde a;j,ag € L>(€2) sunt functii definite in © cu proprietatile

1. ajj=aj, 1<4,5 <N,
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3.2. Problema Poisson

N

2. 3 ai(2)g6 > al¢’, V¢ € RY apt. in Q
ij=1

3. ap(z) > ap, a.p.t. in Q,

iar a si ag sunt doua constante pozitive.
De asemenea, introducem operatorul de derivare normala pe bord

N
— = Qij=—V;.
vy 4 K 0z !
t,j=1

Vom considera ecuatia eliptica

Au=f 1nQ
(3.8) uaz 0 pe I'g
U
— = Q\ L.
E 0 pe 0 \ 0

Termenul neomogen f este o functie din L?(Q2). Ecuatia (3.8) este de
tip eliptic iar conditiile pe frontiera sunt de tip Dirichlet pe T'g si de tip
Neumann pe T';. Astfel, (3.8) reprezintd o problema eliptica de ordin doi,
cu conditii la limita mixte Dirichlet-Neumann.

Ecuatia (3.8) poate reprezenta pozitia de echilibru a unei membrane
elastice asupra careia actioneaza forta f si care are partea de pe I'y fixata
iar cea de pe I' libera.

Din punct de vedere matematic (si, de asemenea, numeric) este foarte
utila introducerea unei formulari variationale a lui (3.8) si a notiunii de
solutie slaba. Pentru a justifica aceste concepte sa presupunem ca (3.8) are
o solutie u. Daca inmultim ecuatia printr-o functie regulata ¢ si integram
in , obtinem ca

al ou Op

ij=1

Observati ca, in (3.9), toate cantitatile au sens daca u si ¢ apartin lui
H(Q) iar f apartine lui L?(£2). Astfel, se poate studia existenta unei functii
u € HY(Q) care verifici (3.9) pentru orice v € H'(€2). In plus, pentru a
incorpora conditiile la limita de tip Dirichlet din (3.8), vom cere ca functia
u sa apartina spatiului

(3.10) V = Hry(Q) = {u € H'(Q) |y, =0}.



CAPITOLUL 3. PROBLEME ELIPTICE VARIATIONALE

Defim in V forma biliniara a si forma liniara L astfel

N
a(u @)Z/ > ai-%aﬁJraow dz L(w)Z/fsodx-
’ 0 ]8;1:]8 ; ’ o)

i,j=1 Li
Obtinem ca (3.9) se scrie in mod echivalent
(3.11) au,9) = L(p), Vg eV.

Vom adopta (3.11) ca formulare variationald a problemei (3.8). Mai
precis, avem

Definitia 3.2.1 O functie u € Hr,(2) este solutie slaba a lui (3.8) daca
(3.11) se verifica pentru orice ¢ € Hp,(2).

Folosind teorema Lax-Milgram, obtinem urmatorul rezultat de existenta
si unicitate a solutiei lui (3.11).

Teorema 3.2.1 Erista o unicd solutie slaba a lui (3.8), u € Hp, ().

Demonstratie: Vom arata ca ipotezele teoremei 3.1.2 sunt verificate.
Astfel, este usor de vazut ca V este un spatiu Hilbert (subspatiu inchis
al spatiului Hilbert H'(Q)). In plus, a este biliniard, continui si simetricd si
L este liniara si continua. Faptul ca a este coerciva se obtine din corolarul
2.7.2. Folosind acum teorema 3.1.2, obtinem ca (3.11) are o solutie unica
u € HFQ (Q) |

Observatia 3.2.1 Formularea variationald (3.11) are i o interpretare me-
canicda. Daca vom considera ca (3.8) reprezintd ecuatia pentru pozifia de
echilibru a unei membrane elastice, (3.11) ne spune ca lucrul mecanic virtual
este zero pentru orice posibila deplasare virtuala din pozitia de echilibru. O

Pentru a vedea in ce sens solutia slaba u verifica ecuatia (3.8), s& ob-
servam ca, folosind regulile de derivare distributionala,

(3.12) (Au, o) = /Qfgodx, Yo € D(9).

Prin urmare u verificd ecuatia (3.8) in sensul distributiilor. Cum insa
f € L3(Q), rezulta din (3.12) ca Au € L?(Q) si ecuatia (3.8) se verifica in
L?(2), adica
(3.13) Au(z) = f(z), a.p.t. in Q.
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3.3. Sistemul Stokes

In ceea ce privesc conditiile la limitd, remarcati c¢& u € Hp,(Q) implici
Upp, = 0, in sensul urmei. Deci conditia Dirichlet se verifica in sensul urmei
in H'(Q).

Pentru conditiile de tip Neumann, vom presupune in plus ca functiile
aij € C1(). Va rezulta ci Z;V:1 aij% apartine lui H'(Q2). Putem utiliza
acum formula Green si obtinem ca,

/ fvdz = a(u,v) = / Auvdx + ﬁfuda.
Q Q r, Ova

Din (3.13) rezulta ca

(3.14) ;uv =0, Yve Hp,(Q).
r; ova

Sa observam ca, dacd spatiul {v. [v € Hp,(£2)} este dens in L3(Ty),
din (3.14), se obtine ca
ou

3.15 — =0
( ) ova
si conditia la limitd Neumann din (3.8) este verificata a.p.t. pe I'y.
Finalmente, sa notam ca, in timp ce conditia pe frontiera de tip Dirichlet
este inclusa in definitia spatiului unde cautam solutia, conditia Neumann
este implicit cuprinsa in formularea variationala a problemei.

3.3 Sistemul Stokes

Consideram un deschis marginit Q din R? si sistemul

A+ P f o, =19
8l‘i
(3.16) .o R
divi =0 in Q)
=0 pe 09.

In (3.16), @ = (u1,u2) si f = (f1, f2) sunt doud functii vectoriale iar p
este o functie reala, definite toate in €.

Sistemul (3.16) descrie scurgerile stationare ale unui fluid vascos, incom-
presibil. La obtinerea lor, se presupune ca vascozitatea este suficient de
mare incat sa putem neglija termenii neliniari de transport in ecuatia Euler.
Observati ca (3.16) se obtine ca regim stationar al ecuatiei Navier-Stokes
liniarizata.  reprezinta viteza de scurgere iar p presiunea. p este un numar
real pozitiv, coeficientul de vascozitate.
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CAPITOLUL 3. PROBLEME ELIPTICE VARIATIONALE

Introducem spatiul
V={7e (HjQ))? : divi=0}.

V este un subspatiu inchis al lui (HE(€2))? si prin urmare este un spatiu
Hilbert in raport cu produsul scalar indus.

Vom considera urmatoarea formulare variationala a lui (3.16): gasiti
i@ € V astfel ca

ou; avz 2 .
(3.17) / Z Moz B :Z/Qfmdx, Vi e V.
=1

i,7=1

Definitia 3.3.1 O functie @ € V este solutie slaba a [ui (3.16) daca
verifica (3.17) pentru orice v € V.

Existenta si unicitatea solutiei slabe a lui (3.16) se obtin usor folosind
teorema Lax-Milgram.

Teorema 3.3.1 Sistemul (3.16) are o solufie slaba unicd, @ € V.
Demonstratie: Definim in V' forma biliniara

_, _, / Z 8UZ 81}1
s v 83:] 8x]

3,7=1

si forma liniara

2
:;/invidx.

Se arata cu usurintd ca a este bilinira, continua si simetrica iar L este
liniara si continua. Coercivitatea lui a se obtine, de asemenea, cu usurinta,
folosind inegalitatea Poincaré din teorema 2.3.2.

Prin urmare, sunt indeplinite conditiile din teorema Lax-Milgram si
(3.17) are o solutie % € V unica. m

Este mai dificil s& vedem 1n ce sens solutia lui (3.17) verifica ecuatia
(3.16). Pentru aceast lucru avem nevoie de urmatorul rezultat care poate fi
gasit in [12] si [25].

Propozitia 3.3.1 Dacd Q C R? este un deschis conex 1—regulat si L este
o formd liniard si continud pe (H}())? atunci £ =0 in V dacd si numai
dacd existd p € L*(Y) astfel ca

(3.18) c(ﬁ)z/godwadx, Yo € (H§(Q))2
Q
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3.4. Sistemul elasticitatii

Cu ajutorul proprietatii 3.3.1 putem demonstra urméatorul rezultat.

Teorema 3.3.2 Dacd Q0 C R? este un deschis conexr 1—regulat, existd o
functie unicd @ € V si existda p € L*(Q), unicd cu exceptia unei constante
aditive, astfel incat

(3.19) o, ) — /Q pdivide = L(@), Ve (HAQ)2.

In plus, functia @ este solutia lui (3.17).
Demonstratie: Daca i € V este solutia lui (3.17), definim aplicatia
U — L(V) = a(d, V) — L(V).
L este o aplicatie liniara si continud pe (H}(Q2))? cu proprietatea ci

L =0in V. Conform proprietatii 3.3.1 exista p € L?(£2), unici exceptand o
constanta aditiva, astfel incat

L(7) :/p divvdx.
Q

Se obtine ca (i, p) este solutia lui (3.19) si demonstratia se incheie. ®

Am obtinut astfel ca solutia (#,p) a lui (3.19) verifica (3.16) in sensul
distributiilor in Q. Daca @ € (H?*(Q))?, atunci p € H() si ecuatia (3.16)
se verifica in L?(0Q).

3.4 Sistemul elasticitatii
Fie Q C R? un deschis 1—regulat, I'y o parte a frontierei 9 de masura

strict pozitiva gi I'y = 0Q\ T'g. Daca ¥ = (v1, v2, v3) este o functie vectoriala
definita in Q si cu valori in R3, definim

—

1 /0v; Ov;
€i5(7) < .

— 1<4,7<3
2 8xj+8xi>’ =hJ =

3
0ij(0) = A (Z fkk(ﬁ)> 0ij + 2pei(V), 1<, <3,

k=1

unde A > 0 si g > 0 sunt doua constante reale.
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CAPITOLUL 3. PROBLEME ELIPTICE VARIATIONALE

Consieram acum urmatoarea probleméa a elasticitatii tridimensionale:
datd f = (f1, fo, f3) € (L3(Q))3, gasiti @ = (u1, ug,us3), solutie a sistemului

> %aij(ﬁ) +fi=0 mQ, 1<i<3
(3.20) u; =0 pe I'o
Z?’:l Jij(ﬁ)l/j =0 pe Fl

Ecuatiile (3.20) descriu deformatiile mici @ ale unui solid € elastic,
omogen si izotrop, asupra caruia actioneaza o forta exterioara f Solidul
este fixat in I'g si liber in I'1. o;; este tensorul de constrangere, ¢;; este
tensorul deformarilor liniare iar constantele p si A sunt coeficientii Lamé.

Pentru formularea variationala a problemei (3.20), definim spatiul

V={e(HYN)®: T=0pely}

si normele

3 3 3 3
9.0 = (ZIIWH?,n) » vl = (Z\le 3@) :
i=1 i=1

Urmatorul rezultat este similar inegalitatii lui Poincaré si are la baza
inegalitatea lui Korn.

Teorema 3.4.1 Dacd §) este un deschis 1—requlat din RY, existd o con-
stanta pozitiva C' astfel incat

3
(3.21) S lleu@Bg = Clléllg, VoeV.

ij=1
Demonstratie: A se vedea [20]. =

Introducem acum forma biliniard a : V x V — R,

3
a(ii,?) = /Q 0ij(@)ei; (T)da

1,7=1

si forma liniard L : V — R,

3
L(l_f) = ;/szfldl‘

Avem urmatorul rezultat.
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3.4. Sistemul elasticitatii

Teorema 3.4.2 Ezxistd un unic @ € V care verifica egalitatea variationald
(3.22) a(u,v) = L(v), YoelV.

Demonstratie: Se arata cu usurinta ca a este biliniara, simetrica si con-
tinua iar L este liniara gi continua. Mai mult, folosind teorema 3.4.1, de-
ducem imediat ca a este gi coerciva. Concluzia se obtine folosind teorema
Lax-Milgram. ®

Folosind faptul ca forma biliniara a este simetrica, putem obtine solutia
@ a lui (3.22) prin minimizarea functionalei

(3.23) J(5) = %a(ﬁ, 5) — L(7)
si avem ca
(3.24) J(u) = gél‘r/l J (7).

Definitia 3.4.1 Solutia @ a problemei (3.22) se numeste solutie slaba a
sistemului (3.20).

Sa vedem in continuare in ce sens verificd solutia slaba @ sistemul initial
(3.20). Tinand cont de simetria tensorului o;j, obtinem ca

ov;
a(u,v) = oii(ud dx
@9=3 IR
Acum, alegand 7 € (D(12))3, deducem din (3.22) ci
9
(3.25) —; 8—%%(@) =f,nQ, 1<i<3

in sensul distributiilor. Daca @ € (H?(Q2))3, atunci (3.25) se verifica in
L2(9).

In ceea ce priveste satisfacerea conditiilor pe frontiera, sa notam ca pe
Iy ele se verifica in sensul urmei pentru ca ¢ € V. Conditiile pe I'; se gasesc
implicit in formularea variationala (3.22). Pentru a vedea acest lucru, este
suficient s& consideram ci @ € (H?(2))3 si sa aplicim formula lui Green in

egalitatea (3.22). Obtinem ca

3 3
Z/ Z‘%’j(ﬁ)’/j vdo = 0, YoeV
i=1 /11

=1

54



CAPITOLUL 3. PROBLEME ELIPTICE VARIATIONALE

si prin urmare

ZO’Z] wr; =0, peI'y, 1 <i<3.

Observatia 3.4.1 Formularea variationald (3.22) are o interpretare fizica
importanta. Astfel, V este spatiul deformdrilor v admisibile iar (3.22) ex-
primd principiul lucrului virtual: daca v € V' este o deformare admisibild,
atunct lucrul mecanic de deformare a solidului elastic,

u,v E / Uz] 61]

3,j=1

este egal cu lucrul mecanic al fortelor externe,

3
L(v) = ;/gvifidx.

Deformarea reald 4 se obtine ca acea deformare pentru care cele doud
lucruri mecanice sunt egale, adicd este verificatd (3.22).

Formulare (3.24) exprima faptul ca deformarea reala este acea deformare
admisibila (din V') care minimizeazd energia potentiald J. Remarcali ca J
este compusd dintr-o parte corepunzdatoare energiei de deformare,

- E / O'U 6”

,j=1

$i 0 parte corespunzdtoare energiei fortelor exterioare,
3
=174

3.5 Ecuatia placilor

Fie Q € RY un deschis marginit de frontiera 2—regulata. Data o functie
f € L3(£2), vom considera urmitoarea ecuatie in §2:

{ A2y =f inQ

3.26
( ) u:%zo pe 0€Q2.
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3.5. Ecuatia placilor

Ecuatia (3.26) descrie pozitia de echilibru u a unei placi subtiri (sau a
unei bare daca N = 1) aflata sub actiunea unei forte distribuite f si care are
frontiera Incastrata. S& observam ca din punct de vedere matematic, daca
ecuatiile studiate pana acum au avut cel mult doua derivate, in (3.26) apare
un operator de derivare de ordin patru,

N

9 0*u
Afu = A(Au) = g 5
,j=1
De asemenea, sa observam cele doua conditii pe frontiera care corespund
unei placi incastrate si care afecteaza pozitia u si derivata normala pe fron-

tiera a lui u. Alte posibile conditii pe frontiera sunt
(3.27) u=Au=0

care corespund unei placi simplu sprijinite (vezi exercitiul 3).
Studiul solutiilor problemei (3.26) va cunoaste acelagi demers ca in ca-
zurile precedente. Definim spatiul

V={veH*Q) :v=0, dv/dv =0 pe 0Q}.

Acest spatiu va fi notat prin HZ(£2). Si observam ci ambele conditii pe
frontiera au sens, datorita teoremei de urma 2.6.2.
Vom defini in V' forma biliniara a si forma liniara L prin

a(u,v):/ﬂAuAvdm, L(v):/vadm.

Se poate vedea usor ca a este biliniara, simetrica si continua in V iar L
este, de asemenea, liniara gi continua in V. Pentru a putea rezolva prob-
lema variationala coresunzatoare lui (3.26), vom avea nevoie de urmatoarea
inegalitate

Teorema 3.5.1 Dacd Q este un deschis 1—regulat din RN, atunci existd o
constanta pozitiva C astfel incat

(3.28) o] 3.0 < c/ |Av|2dz, Yo € HE(Q).
Q

Demonstratie: Este suficient sa demonstram (3.28) pentru functii v €
D(Q), deoarece D(Q) este dens in H3(2). Folosind formula lui Green de-
ducem c&, pentru orice v € D(2),

2 2 3 2, 92
/(av>d:p: 0°v Gvd_ Ovavdx.
Q
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CAPITOLUL 3. PROBLEME ELIPTICE VARIATIONALE

In acest fel am demonstrat ci
oo = [ |AvPds
’ Q

si rezultatul decurge din inegalitatea data de corolarul 2.7.4. =

Asociem problemei (3.26) urmatoarea problema variationala:
(3.29) a(u,v) = L(v), YveV
si avem urmatorul rezultat

Teorema 3.5.2 Existd o unicd solutie u € V' a problemei (3.29).

Demonstratie: Tinand cont de proprietatile lui a si L, este o consecinta
imediata a teoremei Lax-Milgram. ®

Definitia 3.5.1 Solutiaw € V' a problemei (3.26) se numeste solutie slaba
a ecuatiei (3.26).

3.6 Exercitii

1. Pentru fiecare din exemplele de mai jos, gasiti formularea variationala
corespunzatoare si demonstrati existenta si unicitatea solutiei slabe:

(a) —u’(z) + a(zx)u(z) =z x € (0,1)
u(0) =u(1) =0
unde a este o functie din L?(0,1), cu a(z) > 0 a.p.t. in (0,1).
—u"(z)=xz(1+2x) x€(0,1)
(b) { w(0) = a, /(1) = b
unde a si b sunt doua numere reale.
—u’(x) + au(z) = f(x) =€ (0,1)
(c) { W'(0) = /(1) =0
unde f € L?(0,1) si a este un numir real pozitiv. Ce se intAmpli
daca a =07
—u(x) +u(z) == x € (0,1)
@ { o0 ot w0 =
—u"(z) + /' (x) + u(x) = 2* x € (0,1)
() { w(0) = u(1) = 0.
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3.6. Exercitii

(0)=u(l)=0
unde b € C[0,1], a € L?(0,1) si f € L*(0,1) cu b(x) > p > 0 si
a(zx) > 0 a.p.t. in (0,1).

() { " (bu')'(z) + a(@)u(z) = f(z) z € (0,1)

2. Pentru fiecare din exemplele de mai jos, gasiti formularea variationala
corespunzatoare si demonstrati existenta gi unicitatea solutiei slabe:

—Au(z,y) +u(z,y) =2 +y* (z,y) € (0,1) x (0,1)
(a) ¢ w(0,y) =u(l,y) =0 y<(0,1)
u(z,0) = u(x,1) =0 z € (0,1)
—Au(z,y) +u(z,y) =z +y+1 (z,y) €(0,1)x(0,1)
(b) § u(0,y) =y, u(l,y) =y, y€(0,1)
u(z,0) =z, uy(x, 1)==x z € (0,1)
—div (@ - Vu)(z,y) +u(z,y) = f(z,y) (z,y) € (0,1) x (0,1)
(€)§ u(0,y) = u(l,y) =0, y<(0,1)
w(z,0) = uy(z,1) =0 z € (0,1)
unde @(z,y) = (1 + 22,1+ y?) iar f € L?((0,1) x (0,1)).

3. Fie © ¢ RY un deschis marginit de frontiera 2—regulatd. Data o
functie f € L?(Q2), vom considera urmitoarea ecuatie in Q:

A%y =f in Q
u=Au=0 pe .

Gasiti formularea variationala corespunzatoare problemei de mai sus
si demonstrati existenta si unicitatea solutiei slabe.

4. (Inegalititi variationale) In conditiile teoremei 3.1.2 fie U C V o
multime convexa si inchisa.

(a) Demonstrati ca functionala J(v) = 3a(v,v) — L(v) are in U un
minim care se atinge in u € U.

(b) Elementul u € U gasit la punctul precedent verifica
a(u,v —u) > flo—u), YwveW
(¢) Reciproc, orice u care verifica inegalitatea de la punctul prece-

dent, este un minimizator al lui J in U.
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Capitolul 4

Aproximarea problemelor
variationale

In capitolul 3 am studiat problema variationald urmatoare: dat un spatiu
Hilbert V, gasiti uw € V astfel incat

(4.1) a(u, ) = L(p), Vo € V.

Daca a este o forma biliniaréd, continua gi coerciva iar L este o forma
liniara gi continua in V', teorema Lax-Milgram asigura existenta si unicitatea
solutiei u € V' a problemei (4.1).

In acest capitol vom presupune indeplinite conditiile din teorema Lax-
Milgram (a este o forma biliniara, continua si coerciva iar L este o forma
liniara i continua in V') si ne vom propunem sa descriem o metoda generala
care are drept scop obtinerea de aproximatii ale solutiei v a lui (4.1). Unul
dintre cazurile particulare ale procedeului general descris va fi chiar metoda
elementului finit. Aceasta va fi prezentata pe un exemplu simplu in acest
capitol i intr-un cadru mult mai general in capitolul 6.

4.1 Descrierea metodei de aproximare

Fie V' un spatiu Hilbert. Consideram un gir de spatii vectoriale (V},)n~o cu
urmatoarele proprietati:

e Pentru orice h > 0, V}, este un subspatiu vectorial al lui V,

Vi, CV.
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4.1. Descrierea metodei de aprorimare

e Pentru orice h > 0, V3, este de dimensiune finita,

dim (Vh) = I < 0.

Observatia 4.1.1 Desi parametrul h dupa care se indexeaza spatiile Vi, ia
initial valori in (0,00), in practica el parcurge valorile discrete ale unui sir
descrescator de numere reale care tinde la zero. [

Vom considera ca dimensiunea spatiului V' este infinita
(4.2) dim (V) = oo.

Gandindu-ne la aplicatiile pe care le-am prezentat in capitolul 3 provenite
din ecuatii cu derivate partiale, cerinta (4.2) apare ca naturala, deoarece
acolo V este un spatiu de functii de tipul H'(2) sau H}(Q) care sunt de
dimensiune infinita.

Spatile V}, sunt gandite ca fiind “aproximatii de dimensiune finita” ale
spatiului de dimensiune infinita V. Desi in acest moment afirmatia are doar
un caracter intuitiv, apare ca logica cerinta ca dimensiunile spatiilor V}, sa
se apropie de cea a lui V' cand h tinde la zero. De aceea vom considera ca
(4.3) ]llli% I, = .

Introducem o problemé similarda cu (4.1), dar formulata in spatiul Vj,:
gasiti up € Vj astfel incat

(4.4) a(up, p) = L(p), Y € V.

Spatiul V},, fiind un subspatiu de dimensiune finita al lui V, este un
spatiu Hilbert in raport cu produsul scalar din V. Prin urmare, teorema
Lax-Milgram asigura existenta si unicitatea solutiei u, € Vj a problemei
(4.4). Vom oferi insd o noud demonstratie a existentei solutiei care are
un caracter constructiv si care aratd avantajele considerarii unei probleme
intr-un spatiu de dimensiune finita.

Teorema 4.1.1 Daca Vy, C V este un subspatiu de dimensiune finita Iy, al
lui V', problema (4.4) are o solutie unicd up, € Vj,.

Demonstratie: Fie {¢1, @2, ..., o1, } 0 baza a spatiului V;,. Cautam solutia
problemei (4.4) de forma

Ip,
(4.5) up = Zu%goj,
j=1
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unde (ugz)lf‘jflh sunt coeficientii lui u;, in baza (¢;)1<j<r,-
Folosind expresia (4.5) si linearitatea lui a, din (4.4) rezulta ca

h
> uphalej, ) = L(9), Ve € Vi

Daca scriem functia test sub forma

In,
o =2 '
=1

obtinem ca existenta si unicitatea lui uj este echivalenta cu existenta si
unicitatea scalarilor (u})i<j<r, care verifica

Iy Iy
(4.6) D al [ D wale, ) — Lig) | =0,
- P

pentru orice alegere a lui (Oéi)lgig I,-
Din (4.6) obtinem ca u;, de forma (4.5) este solutie a lui (4.4) daca si
numai daca

h
(4.7) > uja(es, i) = Ligi), 1<i < I,

Fie R matricea patratica de dimensiune Ij, de elemente R;; = a(gj, i),
F vectorul de dimensiune I}, de elemente F; = L(y;) si U vectorul de dimen-
siune Ij, de elemente U; = uj . Relatiile (4.7) se scriu sub forma matriceald
echivalenta
(4.8) RU = F.

Determinarea solutiei u; este echivalenta cu rezolvarea sistemului de
ecuatii algebrice liniare (4.8). Pentru demonstrarea existentei gi unicitatii
solutiei sistemului (4.8) s& observam ca matricea R este definitd pozitiv.
Intr-adevar, dacd V = (v/);<j<;, € R este un vector arbitrar atunci,
folosind proprietatea de coercivitate a lui a, obtinem ca

Iy, In I,

VIRV = ZZ goj,golvvj—a Zvnp],ngol >

=1 j=1 =1

I,
> ||) vl
j=1
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4.1. Descrierea metodei de aprorimare

Prin urmare VIRV > 0 si VIRV = 0 daci si numai daca Zfil vip; =0
ceea ce este echivalent cu V' = 0. Proprietatea de pozitiva definire a lui R
este astfel demonstrata.

Sistemul (4.8), avand o matrice R definita pozitiv, are o solutie unica
U € R, Prin urmare (4.4) are o solutie unica uy, data de (4.5).

Sa observam, de asemenea, ca daca forma biliniara a are si proprietatea
de simetrie atunci matricea R este, de asemenea, simetrica. B

Dupa cum reiese din demonstratia teoremei 4.1.1, odata fixata o baza
{¢1,92,....01,} In V3, gasirea solutiei problemei (4.4) este echivalenta cu
rezolvarea sistemului (4.8) de ecuatii liniare de dimensiune Ij,. Matricea R
a sistemului se mai numeste si matrice de rigiditate.

Obiectivul nostru este acela de a aproxima solutia u a problemei (4.1)
prin solutia uy, a problemei (4.4) atunci cand h tinde la zero. Pentru aceasta
va trebui sa alegem spatiile V}, astfel incat sa se asigure convergenta dar si
sa se poata determina cat mai usor posibil solutia uy,.

Observatia 4.1.2 Matricea de rigiditate a sistemului (4.8) este in multe
cazuri stmetricd si definita pozitiv. Exista numeroase metode numerice per-
formante de rezolvare a sistemelor liniare care iau in considerare proprietd-
tile speciale de simetrie si definire pozitiva ale matricii sistemului. Dintre
acestea amintim metoda Cholesky (metoda directa) si metoda gradientului
conjugat (metodd iterativa). Aceste metode au fost introduse tocmai din
necesitatea de a rezolva sisteme cu asemenea caracteristici care rezultau din
discretizarea (nu numai prin elemente finite ci si prin diferente finite) a
ecuatiilor cu derivate partiale.

Dificultatea fundamentald in ceea ce priveste rezolvarea sistemului (4.8)
consta tn faptul ca dimensiunea acestuia I, devine din ce in ce mai mare
cand h tinde la zero. Numai cu un h mic putem spera la o aproximare sa-
tisfacatoare a solutiei lui (4.1). Prin urmare, pentru obtinerea unor rezultate
numerice din ce in ce mai bune, volumul de memorie si timpul de calcul
necesare vor fi din ce in ce mai mari.

De aceea, unul dintre obiectivele cele mai importante ale metodei este
acela de a asigura obfinerea unui sistem cdat mai usor de rezolvat. Acest
lucru se realizeaza daca, de exemplu, matricea sistemului are foarte multe
elemente nule (matrice rara). Metoda elementului finit este astfel conceputa
incat sa asigure aceastda cerinta in cele mai diverse situafii care apar in
practicd, adicd pentru orice fel de ecuatie, domeniu, etc. [
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Observatia 4.1.3 Alegerea spatiilor Vi, trebuie sa se facd in asa fel incat
sa se asigure convergenta metodei , adicd

li — =0.
T [ — |

Aceasta este cerinta fundamentald a metodei prezentate. In plus, se
urmareste asigurarea unet viteze de convergenta cat mat mari posibil. Este
de asteptat ca obtinerea unei viteze mari de convergentda sa se faca pe baza
cresterii complexitatic sistemului de ecuatii liniare corespunzator. Experien-
ta programatorului si datele concrete ale problemet de rezolvat vor dicta ra-
portul dintre cele doua aspecte si vor stabili alegerea cat mai aproape de
optim. In general se evita obfinerea unor sisteme foarte complicate, fiind
mai eficientd rezolvarea unor sisteme mari cu cateva elemente nenule decat
rezolvarea unor sisteme mai mici dar cu multe astfel de elemente. [

Observatia 4.1.4 Spatiile V}, sunt determinate de o baza a lor. Este foarte
important ca functiile din bazd sa se construiascd cat mai usor si intr-un
mod canonic. [

Am descris in aceastd sectiune un procedeu general de aproximare a
solutiei problemei (4.1) care presupune urméatoarele etape:

e Se considera problema (4.4) pe un subspatiu V;, C V de dimensiune
finita Ij.

e Prin fixarea unei baze {¢1, 2, ..., o1, } In Vj, se reduce gasirea solutiei
noii probleme la rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare de

tipul (4.8).

e Se rezolva sistemul de ecuatii algebrice liniare (4.8) si se obtine solutia
up a lui (4.4).

e Se aproximeaza solutia u a lui (4.1) prin solutia uy a lui (4.4)

Conform observatiilor 4.1.2-4.1.4, pentru o cat mai buna si eficienta
aproximare prin metoda descrisa mai sus este necesar sa se tina cont de
urmatoarele cerinte:

1. Spatiile de aproximare V}, si (in mod echivalent) bazele {¢1, 2, ..., 1, }
trebuie sa fie cat mai ugor de determinat si intr-un mod cat mai general
cu putinta.
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4.2. Doua exemple de discretizari

2. Sa se asigure convergenta metodei, cu o rapiditate cat mai mare.

3. Sa se asigure obtinerea unor sisteme liniare (4.8) cat mai ugor de re-
zolvat.

Toate cerintele de mai sus vor fi satisfacute intr-o masura mai mica sau
mai mare in functie de alegerea spatiilor V}, si a bazelor lor. Bineinteles
ca nu dispumen de o alegere care sa indeplineasca simultan toate cerintele.
Succesul metodei elementului finit se bazeaza tocmai pe o alegere speciala a
spatiilor V3, care asigura satisfacerea intr-o masura semnificativa a cerintelor
de mai sus.

4.2 Doua exemple de discretizari

In aceasti sectiune vom considera urmatorul caz particular al problemei
(4.1)
V = H}(0,1),

1 1
/ o L) = / f@)p(@)de, Vg eV,
0

unde f € L?(0,1). Problema variationald corespunzitoare
(4.9) a(u, ) = L(p), Vo €V
are o solutie unica v € V.

Vom propune doua discretizari diferite pentru aproximarea lui u si le
vom comenta din punctul de vedere al observatiilor de mai sus.

1. Fie N € N* si h = 4. Definim ¢, (z) = 2"(1 — 2)" si spatiul
Vi, = Span{e1, ..., on }-

Se poate vedea imediat ca Vj, C V si dim (V) = I, = N.

Cu aceasta alegere, exista o singura solutie uy, € V}, a problemei
(4.10) aluns @) = L(p), ¥ € Vi
Ea se determina dupa formula
N .
wn =) e
j=1
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unde U = (uj )1<j<n este solutia unui sistem de ecuatii liniare a cirui
matrice este R, de elemente

1
Ri; = a(pj,pi) = /0 [27(1 — 2))[2"(1 — 2)") da.

Avem ca

v i1/ 0 —l‘ilx—
Ry = [ W0 =)0 —a) o =
1
:/0 jilt 1 -2y + 27 (1 -2y e (1 —2) +2'(1 — 2)de =

1 1
=ji / Y 1—z) 2 A —2)ide = ji / DT (1 =) T2y =
0 0

_ ji(j+i—2)
(+i—1)F+1)...(2 +2i —3)°

Principalul neajuns al acestei alegeri este faptul ca matricea R nu are
nici un element egal cu zero. Acest lucru face rezolvarea sistemului
corespunzator extrem de dificila atunci cand dimensiunea lui devine
mare. In plus, vor apare si probleme legate de proasta conditionare
numerica a unui astfel de sistem, ceea ce va face ca rezultatele numerice
sa nu fie satisfacatoare pentru o valoare mare a lui N.

2. Fie N € N* si h = &. Definim ¢, (z) = sin(nmz) si spatiul
Vi, = Span{p1, ..., oN }.

Se poate vedea imediat ca V; C V si dim (V) = I, = N.

Cu aceasta alegere, exista o singura solutie a problemei (4.10), up, € Vj,
care se determina dupa formula

N
— Jh.
up = g (%)
J=1

unde U = (u})1<j<n este solutia unui sistem de ecuatii liniare a carui
matrice este R, de elemente

'27'('2

1
Rij = a(pj, pi) = /0 [sin(jmz)] [sin(irx))'dz = J T

5 5ij'
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4.8. Convergenta metodei de aproximare

Matricea sistemului este in acest caz diagonala iar rezolvarea lui este
triviala. Prin urmare, aceasta alegere este optima din punctul de
vedere al rezolvarii sistemului.

Trebuie insa remarcat faptul c&, In acest caz, functiile ¢; din baza sunt
functiile proprii ale operatorului Laplace, care se determina explicit.
Daca insa vom considera o ecuatie diferita, de exemplu cu coeficienti
variabili sau intr-un domeniu multidimensional neregulat, va fi im-
posibila gasirea explicita a unor astfel de functii. Prin urmare, acest
exemplu nu este generalizabil si ramane doar de interes academic.

Metoda elementului finit va realiza ambele deziderate care lipsesc celor
doua exemple de discretizare de mai sus. In primul rand va determina un
sistem de ecuatii liniare cu foarte multe elemente nule, ceea ce va face mult
mai ugoara rezolvarea lui. In al doilea rand, constructia bazei si a spatiului
de aproximare V}, va fi una foarte generald, putandu-se realiza in cele mai
diverse situatii.

4.3 Convergenta metodei de aproximare

In aceast’ sectiune vom enunta si demonstra un criteriu de convergenta care
sta la baza tuturor rezultatelor de convergenta a metodei elementului finit.

Fie u € V solutia problemei (4.1) §i u, € Vj solutia problemei (4.4).
Cum obiectivul nostru este acela de a aproxima u prin uy, definim eroarea

(4.11) en=u—up €V

si ne propunem sa dam estimari ale normei lui e, iIn V. Vom incepe cu
urmatorul rezultat

Teorema 4.3.1 Daca u € V este solutia problemei (4.1) si up, € V3 este
solutia problemei (4.4) atunci

1. alep, ) =0, Yp €V},

2. alep,ep) < alu—@,u—), Vo €V

3. a(u —up,u —up) = mingey, a(u — @, u — @).
Demonstratie:
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1. Cum u € V este solutia problemei (4.1) iar uj, € V} este solutia pro-
blemei (4.4) avem c&

a(u, ) = L(¢), a(un,¢) = L(p), Yo € V.

Scazand cele doua relatii se obtine rezultatul dorit.

2. Fie p € V},. Avem ca
a(u—@,u— ) =alep +up —p,ep +up —p) =
= alen, en) + alup — @, up — ) + 2a(en, up — @)
Cum up — ¢ € Vp, tinand cont de punctul precedent, rezulta ca
a(u— ¢, u— @) = alen, en) + alun — @, un — ) >
> alen, en) + pllun — @[> > alen, en).

3. Rezulta imediat din punctul precedent tinand cont ca up € V3. B

Observatia 4.3.1 Presupunand ca a : V x V — R este, in plus, simetri-
cd, ea defineste un produs scalar tn V. Din proprietdatile de continuitate $i
coercivitate ale lui a deducem ca acest nou produs scalar este echivalent cu
cel initial din V. Rezultatele din teorema 4.3.1 se pot interpreta acum in
urmatorul fel: wp este proiectia lui u pe spatiul Vi in raport cu produsul
scalar definit de a. Prin urmare, up, este elementul de cea mai bund aproxi-
mare a lui w in Vi, in raport cu norma datd de a. Ori acest lucru este exact
ceea ce exprima punctul 3) din teorema 4.3.1. O

Urmatorul rezultat este acum o consecinta imediata a estimarilor din
teorema 4.3.1.

Teorema 4.3.2 (Cea) Dacd e;, = u — uy, este eroarea comisd prin apro-
ximarea lui u cu up, atunci existd o constanta C' > 0, independenta de h,
astfel tncat
(4.12) llen|| < € inf [lu — ¢]|.

pEV,

67
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Demonstratie: Daca ¢ € Vj, fie wp = ¢ — up € V. Avem ca
(l(’LL — Up, ’LUh) =0

$i prin urmare
a(u — up,u —up) = a(u — up, u — @).

Deducem ca
sl = unll? < @ — wnyu = un) = a(u — upu — @) < MJu—upl| lu— o]

de unde rezulta (4.12) cu C = M/u. ®

Observatia 4.3.2 Estimatia (4.12), desi extrem de usor de obtinut, are
o semnificatie de o mare importanta. Astfel, pentru o estimare a erorii
en este suficientd masurarea diferentei u — @, unde @ este un element din
Vir. In cazul metodei elementului finit, acest element ¢ wva fi construit prin
interpolare, mai precis va fi interpolatul lui u in Vy. Cotele pentru eroare se
vor obtine atunci prin estimarea diferentei dintre u si interpolatul sau. [

Observatia 4.3.3 Dacd a este in plus simetrica, ea defineste un produs
scalar in V' echivalent cu cel inifial $i

Villwl| < va(w,w) < V], Yw e V.

Acum, din punctul 2. al teoremei 4.3.1 rezultd ca

Villenll < Valen, en) < Valu—o,u—¢) < VM|lu—g¢|l.

Se obtine din nou estimatia (4.12) cu constanta C' = % O

Vom da in continuare o conditie generala care asigura convergenta meto-
dei de aproximare. Ea este legata de proprictatea de “buna aproximare a
lui V7 pe care trebuie sa o aiba spatiile Vj,.

Definitia 4.3.1 Vom spune ca sirul (Vi)p>o este o aproximare interna
alut'V daca

1. Pentru orice h > 0, Vi, CV este un subspatiuv al lui V' de dimensiune
finita.
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2. Pentru orice p € V gi h > 0 existd pp € Vy, astfel incat
li — =0.
lim [ — g

Remarcati ca definitia de mai sus arata ca elementele din V' se pot apro-
xima din ce In ce mai bine prin elementele spatiilor V},. In aceste conditii
avem urmatoarea teorema de convergenta.

Teorema 4.3.3 Daca (Vi)n>o este o aproximare internd a spativlui V', u
este solutia problemei (4.1) in V si uy este solutia problemei (4.4) in Vi
atunct

4.13 li — =0.

(4.13) Tim [l — |

Demonstratie: Fie € > 0 arbitrar. Din proprietatea de aproximare a
spatiilor (V},)n>o rezulta ca, pentru fiecare h > 0 exista v, € V}, astfel incat

li — =0.
Jim [u — o

Asadar, exista h. > 0 cu proprietatea ca, pentru orice h < h,,
€

- <
s = onl] <

unde C este constanta din teorema 4.3.2.
Din teorema 4.3.2 avem ca, pentru fiecare h < he,

llu—up|| < C inf ||u— || < Cllu—wvu]] <e.
peEV,

Convergenta (4.13) a fost astfel demonstrata. ™

Observatia 4.3.4 Concluzia teoremei ramane adevarata daca se inlocuies-
te conditia 2) din definitia aprozimatiei interne a lui V' cu conditia echiva-
lenta

2'. Existd un subspatiu V dens in V astfel incat, pentru orice v € V si
h > 0, exista vy, € Vy, cu proprietatea ca

li — =0.
lim [0 — vy

FEvident 2) implica 2'). Pentru cealaltd implicatie, fie e > 0 i o € V.
Rezulta ca exista v € V astfel incat

(4.14) o —ol| <

| ™
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4.4. Metoda Galerkin

Pe de alta parte, din proprietatea de aproximare a elementelor din V,
existd un sir (vp)p>0 astfel incat vy, € Vi, pentru orice h silimy,_ ||[v—ovp|| =
0. Rezulta ca, pentru h suficient de mic,

(4.15) o = wall < .
Combinand (4.14) si (4.15) obtinem ca
4.16 li - =0.
(416) Jim || — v
Prin urmare, am demonstrat cd 2) este ehivalentd cu 2').

Conditia 2") este utila deoarece, pentru anumite elemente dinv € V (dar
nu pentru toate), este usor de demonstrat existenta unor vy, € Vj, astfel incdt

[lv = wnll = o(h)

unde o(h) este o functie de h cu proprietatea ca limy_go(h) =0. O

4.4 Metoda Galerkin

Vom da un exemplu in care conditia de aproximare interna este verificata si
prin urmare girul aproximatiilor (up)n~o converge la wu.

Presupunem ca V este un spatiu Hilbert separabil. In acest caz existi o
baza ortonormata cel mult numarabild (v;);>1 alui V' (vezi [4]). Reamintim
ca

Definitia 4.4.1 (v;)i>1 C V se numeste baza ortonormata a lui V' daca
1. Span(vi)i>1 =V ((vi)i>1 este totald).
2. (vi,vj) = 05, Yi,j > 1 ((v3)i>1 este ortonormala).
Pentru fiecare h > 0 alegem N = [%] si fie

(4.17) Vi, = Span{vy, ...,un}.

Sirul (V3,)n>0 este in acest caz o aproximare interna a lui V.
Intr-adevar, Vj, C V are dimensiune finita. Pentru verificarea celei de-a
doua conditii din definitia aproximarii interne fie o € V i h > 0. Definim

N

on =Y (,vi)vi € Vi.
=1
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Deoarece (v;);>1 este o baza ortonormala a lui V, avem ca ([4], p...)

90:

I

00
(povi)ois el =D (@ vi)? < oo
=1

=1

Rezulta ca
D

e —enll> =D (v
i=N+1
gi cum ultimul termen tinde la zero cand N tinde la infinit, a doua conditie
din definitia aproximarii interne se verifica.
Fie u solutia problemei (4.1) in V si uy, este solutia problemei (4.4) in
Vj, dat de (4.17). Din teorema 4.3.3 obtinem ca,

lim ||u — || = 0
Jim [ — s

si prin urmare metoda converge.

In literaturi, alegerea (4.17) a spatiilor V}, si considerarea aproximarii
corespunzatoare uy, este cunoscuta sub numele de metoda Galerkin. Ea are o
mare utilitate teoretica fiind folosita la demonstrarea a numeroase rezultate
de existenta a solutiilor ecuatiilor cu derivate partiale. Din punct de vedere
practic, utilitatea ei este limitata de imposibilitatea construirii explicite a
unei baze ortonormate a lui V.

Multe lucrari de specialitate (indeosebi cu caracter numeric) numesc
metoda de tip Galerkin orice metoda de aproximare a lui u prin up, unde
uyp, este solutia unei probleme de tip (4.4), pe un spatiu V;, de dimensiune
finitd. In acest context, metoda elementului finit devine o metods de tip
Galerkin.

4.5 Discretizare prin metoda elementului finit

In aceast& sectiune vom oferi cel mai simplu exemplu de discretizare folosind
metoda elementului finit. Pentru aceasta, vom considera urmétorul caz
particular al problemei (4.1):

V = H}(0,1),
1

1
a(u, ) = / Pl (2)¢! (z)de + / o(@)u(z)p(@)de,

0

0
1
L(g) = /0 f(@)p(@)dz, YpeV
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4.5. Discretizare prin metoda elementului finit

unde f € L%(0,1), p,q € L>=(0,1) cu p(x) > po > 0 si g(z) > 0 a.p.t in
(0,1).
Problema variationala corespunzatoare,

(4.18) a(u, ) = L(p), Vo €V,

are o solutie unica u € V.

4.5.1 Construirea aproximatiilor

Vom determina aproximarea wuy, a lui w in cazul problemei (4.18), folosind
metoda elementului finit. Fie N € N* gi h = ﬁ Impértim intervalul [0, 1]
in N + 1 parti egale K; = [x;, z;4+1] prin punctele z; = ih, 0 < i < N + 1.
Am realizat in acest fel o partitie a lui [0, 1]. Definim spatiul

(4.19) V, = {v € Cl0,1] : v(0) = v(1) =0, v, =az+p,1<i< N}.

Rezulta imediat ca Vj, este un spatiu liniar inclus in V.
In plus, el este de dimensiune finita, egala cu N. Pentru a demonstra
acest lucru, pentru fiecare ¢ € {1,2,..., N}, definim functia ¢; prin

H% daca x € [-’Ei—hxi)
(4.20) pi(z) =q H= dacd x € [j, xiq1]
0 in rest.

Sa observam ca ¢;(z;) = d;;, pentru orice 1 < 4,5 < N. Obtinem ca
i € Vi st (wi)i<i<n formeaza o baza in V. Intr-adevir, (¢;)i<i<n este
liniar independenta deoarece

> aipi=0 = Y i | (1) =0, VI<j<N
1<i<N 1<i<N

= ozj:(),V1§j§N.

Ea este si sistem de generatori deoarece pentru orice v € Vj, avem ca

v = Z v(x;)pi.

1<i<N

Am construit in acest mod un subspatiu V; al lui V' de dimensiune finita.
Mai mult, baza (¢;)1<i<n nu depinde de forma biliniara din problema (4.18),
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avand un caracter destul de general. De fapt, constructia poate fi realizata
doar cu mici modificari chiar in domenii multidimensionale.
Pe V;, vom considera problema

1

1
/p(x)u%(x)go’(x)dx-F/ q(x)up(z)p(z)dr =
(4.21) 0 0

1
— /0 f@)p(x)dz, Yo e Vi

care are o solutie unica up € V3. Ea se determina dupa formula
N

(4.22) up = Z U}, i
i=1

unde U = (u})1<;<n este solutia sistemului de ecuatii liniare
(4.23) RU = F.

Matricea de rigiditate R are elementele R;; = a(pj, ;) iar vectorul F'
este de componente F; = L(yp;).

Deoarece suporturile functiilor ¢; si ¢; nu se intersecteaza decat in cel
mult un punct cand |i — j| > 1, rezultd cd matricea R este tridiagonala
si prin urmare are foarte multe elemente nule. In timp ce dimensiunea sa
este N (care poate fi foarte mare), numarul elementelor nenule de pe o linie
este cel mult egal cu trei. Am realizat in acest fel doua dintre dezideratele
metodei de aproximare:

e Am construit spatiul V}, si o baza a sa Intr-un mod simplu si generaliza-
bil.

e Am obtinut un sistem de ecuatii liniare convenabil din punct de vedere
al calculului solutiei.

Vom analiza in sectiunea urmatoare eroarea comisa prin aproximarea lui
u cu up in acest caz si convergenta metodei.
4.5.2 Convergenta aproximatiilor

Dupa cum am vazut in teorema 4.3.2, pentru a da o estimare a erorii e, = u—
up, este suficient sa evaluam, in norma din V, diferenta dintre solutia exacta
u si un element din subspatiul V. Desigur, vom cauta un element Uy, € V),
astfel incat diferenta u — Uy sa fie mica. Nu vom urmari sa determinam
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cea mai buna aproximare a lui u in V}, deoarece acest lucru poate fi dificil.
De exemplu, sa observam ca, in norma data de forma biliniard a, aceasta
ar insemna chiar gasirea lui up! De aceea, ne vom limita la determinarea
unui Uy, € V}, suficient de aproape de u si anume la interpolatul lui u in Vj.
Detaliile pentru cazul general sunt laborioase si vor fi prezentate in capitolul
5. In aceasti sectiune ne vom limita la considerarea cazului 1-D, care este
mult mai usor de prezentat si care ne va servi drept model pentru trecerea
la cazul multidimensional.

Fie Uy, interpolatul lui w in V},, adica acea unica functie ce apartine lui
V}, gl coincide cu u in toate punctele x;. Uy este dat de

N

(4.24) Up=>_ulih)pi.

i=1
Evident, Uj, € V},. De asemenea, Uy (ih) = u(ih), 1 <1i < N.
Reamintim ca prin || ||o si || ||1 vom nota normele din L?(0, 1) si respectiv
HE(0,1). Avem urmitorul rezultat

Teorema 4.5.1 Fie u o functie din H*(0,1)NH(0,1) si Uy, dat de (4.24).

Atunci existd o constanta pozitiva c independenta de h astfel incat
U—Uh (]Sch2 |u” 0

(4.25) I I | ' lo,
[lu — Unllr < chl[u"[lo.

Demonstratie: Sa consideram un interval [z;, z;+1] si sd definim A(z) =
u(z) — Up(x), functie care se anuleaza in z; si x;41. Prin dezvoltare in serie

Fourier obtinem
> . (nm(x—x;)
Az) = E n —).
(z) n:la sm( - >

Din ortogonalitatea functiilor sin (W) in L?(z;, ;1 1) se deduce ca

Tit1 h o n27r2
/ (A')Qdac =5 Z ai PR

i n=1

it \2 _h - 2”47r4
/x (A)dx—znz_:lan r

i

Din cele doua egalititi de mai sus si cum (Up)” () = 0 pe fiecare interval
[, Tit1], rezulta ca

Fi+1 hZ [Tt h2 [Tt
(4.26) / (A")?dz < 2/ (A")?dx = / (u")?dzx.
T4 ™ x; x

w2 )

7
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Prin urmare

1 N o i 2 N i B2 1
/0 (A')de = g / (A’)de < ) g / (u”)2dx =3 (u")2d:c
i=0 7T i=0 Y %i

si a doua inegalitate (4.25) este demonstrata.
Pentru prima inegalitate vom observa ca

Tit1 >
/ (A)dx = g Z a’
i n=1

si vom proceda in mod similar

/O YAV = é / THI(A)% <

hd [Tt

12 h Y pren 12 htort 2
< = A"Ndr = — E dr = — dz.
— /. (A7) de mh /zz (W) de 7r4/o W) de

(3

Demonstratia teoremei este incheiata. B

Se pot obtine estimatii similare celor din teorema 4.5.1 gi in norma din

Clo, 1].
Teorema 4.5.2 Dacd u € C%[0,1] si Uy, este dat de (4.24) atunci

2
(4.27) maXge[o,1] lu(z) — Up(z)| < % maXge(o,1] [u" ()],
max,e(o,1) [u'(¥) — Uy ()| < hmax,ejoy) [ (z)].
Demonstratie: Fie x € [0,1] si i € {0,1,...,n} astfel incat = € [x;, zi11].
Consideram functia A(z) = u(z) — Up(x) definita pe intervalul [x;, z;41] si
care se anuleaza in x; si x;11. Rezulta ca exista z € [z;, x;41] cu proprietatea
ca A'(z) = 0, si prin urmare avem cé

Al(z) = / N

z

Cum A” =" pe intervalul [x;, z;41], obtinem ca

/; A”(t)dt' =

si a doua inegalitate (4.27) este demonstrata.

|A(z)] =

/ u"(t)dt‘ < h max |[u”(z)]
2 z€[0,1]
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4.5. Discretizare prin metoda elementului finit

Pentru prima inegalitate, fie ., € [z, zi+1] cu proprietatea ca

mas @) = 8]
Ze[xi,:tpﬁﬂ

Daca A(x,,) = 0 atunci inegalitatea (4.27) se verifica in mod trivial. Daca

A(xy,) # 0 atunci x,, € (24, 241) si A'(2,,) = 0. Vom folosi dezvoltarea

Taylor

Ty — X 2
A(z) = Ala) + (@ — ) () + T T gy =

2
Ty — T
( m ) A"(g)
2
pentru orice x € [z, x;+1] $i unde & este un numar intre = si ,,.

Luand drept x capatul intervalului [z;,z;+1] cel mai apropiat de x,,
obtinem ca

2
)| < S1A"(€)

si prima inegalitate (4.27) este, de asemenea, demonstrata. ®

Observatia 4.5.1 Din (4.27) se obtine (4.25) cu norma max,¢o,1) [u"(z)|
in locul lui ||u”]]|o. Oricum, pentru deducerea lui (4.27) am avut nevoie de
mai multd reqularitate a lui w decdt in (4.25). O

Ca urmare a teoremei 4.5.1 avem urmatorul rezultat de convergenta

Teorema 4.5.3 Dacd solutia problemei (4.18) este u € H?(0,1) N H(0,1)
iar solulia problemei (4.21) este up atunci

(4.28) |l —unlli < chf|u"]lo,
unde ¢ este o constanta pozitiva independenta de h.

Demonstratie: Folosind teorema 4.3.2 avem ca

lu —unlly < C inf |ju— o]
PEVR
Rezultatul se obtine observand ca Uy € V}, si folosind teorema 4.5.1
inf [lu— |l < |Ju—Unlly < chl[u”llo
PEV,
si demonstratia se termina. B

Teorema 4.5.3 ofera o estimare a erorii In metoda elementului finit In
norma din H'. Se poate insi obtine o evaluare si in norma din L2.
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Teorema 4.5.4 Dacd solutia problemei (4.18) este u € H?(0,1) N H}(0,1)
iar solutia problemei (4.21) este up, atunci

(4.29) [lu = wunllo < ch®||u"lo,
unde ¢ este o constantd pozitiva independenta de h.

Demonstratie: Fie z solutia lui (4.18) cu f = e, = u — uy. Folosind ca
functie test pe ey, rezulta ca

(4.30) a(z,ep) = |len|3

unde a este forma biliniara din (4.18).
Pe de alta parte, cum a(ep, ) = 0 pentru orice ¢ € Vj,, rezulta ca,

(4.31) a(z — @ en) = alz,en) = ||en]3, Vo € V.
Aplicand inegalitatea lui Holder obtinem ca, pentru orice ¢ € V4,
(4.32)  lenlls = a(z = ¢,en) < la(z — ¢, 2 — )] *[a(en, en)] /.
Din teorema 4.5.3 avem ca
[a(ens en)]'? < Cllenl[r < Chllu”|o-

In plus, daca z; este aproximarea lui z datd de (4.21), avem tot din
teorema 4.5.3 ca
[a(z — 21,2 — 21)]Y/% < Ch[)2" 0.

Revenind la (4.32) si ludnd ¢ = 23, obtinem ca
(4.33) llenl[§ < CR2[[u"[Jo][="[lo < Ch?|[u"[[o]|2]]2.

Folosind faptul ca aplicatia care asociaza fiecarui termen f solutia cores-
punzi toare u a ecuatiei (4.18) este continua din L? in H? (vezi [4]),

(4.34) [12"[l0 < [l2[l2 < Cllenllo,

demonstratia se incheie. B

Observatia 4.5.2 Sd presupunem cd u € H?(0,1) N H}(0,1). Teorema
4.5.8 arata ca
[|lu — up|l1 < ch.
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Sa mai presupunem ca
(4.35) u(zi) = up(z;), V1<i<N.

Rezulta ca, pentru orice x € [z, Tit1],

() = un(z)] =

/ (W/(8) = up(8))dt| < hllu" = upllo < hllu—up|ly < ch®.

Prin urmare am obtinut o evaluare a erorii in norma din C[0, 1]

(4.36) max_|u(z) — up(z)| < ch?
xz€[0,1]

Sa mai notam ca (4.35) se verifica in cazurile de superconvergentd care
vor fi descrise in sectiunea urmdtoare. [

4.5.3 Fenomenul de superconvegenta

Ne vom referi in cele ce urmeaza la convergenta punctualda a metodei, con-
siderand insa doar cazul nodurilor triangulatiei z;, 1 < i < N gi ca model
ecuatia

1 1
@z [ @@= [ f@ped, ee B0
0 0
care are o solutie unicd u € H}(0,1).

In urma discretizarii prin elemente finite ca mai sus, vom obtine o apro-
ximare a solutiei u a lui (4.37) prin uy, solutia ecuatiei

1 1
(4.38) /0 () () e = /0 f@)p(@)dz, Vg € Vi
Prin scaderea relatiilor (4.37) si (4.38) se obtine
1
(4.39) / (= ) (2) (2)dz = 0, Ve € Vi
0

Fie ¢; baza in V}, construita anterior si
N .
(4.40) up(x) = Zu%ap](x)
j=1

Sa observam ca ufl este valoarea lui wj, in x; si prin urmare u(z;) ~
up(xj) = ui, 1 < j < N. De fapt avem mult mai mult
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Propozitia 4.5.1 Daca u este solutia lui (4.37) iar up, solutia lui (4.38),
atunci pentru orice N > 1

(4.41) u(wy) = up(a;) =uf, 1<j<N.

Demonstatie: Fie y € (0,1) si sa consideram ecuatia

"+0,=0
(442) {zwwfanzo

unde 9, este functia lui Dirac in punctul y.
Formularea variationala a lui (4.42) este

1
(1.43) | @) @)in = o). ve € 101
iar aceasta ultima ecuatie are o solutie unica

1—-yzr x<
g(m):{(l—igy sz-

Sa observam ca daca y = x; atunci ¢ € Vj. Prin urmare in acest caz
g poate fi folosita ca functie test in (4.39). Tinand cont de (4.43) si (4.39)
obtinem ca

1
u(x;) —up(z;) = /0 g (x)(u—wup) (z)dr =0

si demonstratia se incheie.

Rezultatul demonstrat de proprietatea 4.5.1 arata ca, in nodurile z;,
solutia exacta coincide cu cea aproximativa. Aceasta proprietate este cunos-
cuta sub numele de superconvergenta deoarece in aceste puncte eroarea
este mult mai mica (de fapt egala cu zero) decét cea prevazuta de teorie in
cazul general.

Observatia 4.5.3 Fenomenul de superconvergenta nu este specific doar dis-
cretizarii prin elemente finite liniare. Acelasi rezultat se obtine in nodurile
triangulatiei si in alte discretizari, daca solutia lui (4.42) apartine spatiului
corespunzator Vi, ori de cate ori y este un astfel de nod. U
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4.6

Exercitii

. Ce se obtine daca se aplica metoda Galerkin ecuatiei

~Ugy +u = f x € (0,1)
{ u(0) = u(l) =07

Cu notatiile din teorema 4.5.1, demonstrati cd, pentru orice u €
HE(Q) avem c& limp,_o [|u—Uy||1 = 0. Demonstrati convergenta sirului
(up)n>0 la u cAnd h tinde la zero in ipoteza in care u € HE ().

Cu notatiile din teorema 4.5.1, rezolvati problema variationala
Tit1 Tip1
max {/ (Al)Qd.T : A(l‘l) = A(CEH_l) = O7 / (A//)2dq; = ]_}

si demonstrati inegalitatea (4.26).

Daca uy, este solutia problemei (4.21) si f(z) < 0 a.p.t. in (0, 1) atunci
up(z) <0, Vae(0,1).

Comparati sistemul (4.23) de ecuatii liniare obtinut prin metoda ele-
mentelor finite cu cel care rezulta folosind diferente finite. Ce se
intampla daca p si g sunt constante? Poate avea loc fenomenul de
superconvergenta in cazul metodei diferentelor finite?

Presupunand ca ¢(z) > ¢o > 0 a.p.t in [0,1], adaptati constructia
folosita pentru rezolvarea numerica a ecuatiei (4.18) din sectiunea 4.5,
daca se considerda V = H'(0,1) in loc de V = HZ(0,1). Solutia carei
ecuatii se aproximeaza in acest caz?

Adaptati metoda folositd in sectiunea 4.5 pentru a aproxima solutia
ecuatiilor urmatoare

—Uge +u=f, x€(0,1) —Uge +u=f, x€(0,1)
a) { w(0) = u(1), 1up(0) = u,(1), ¥ { w(0) = s (1) + u(1) = 0.
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Capitolul 5

Interpolare in RN

In acest capitol vom prezenta cateva rezultate legate de interpolarea in RY si
de estimarea erorii in norma spatiilor Sobolev. Ideea interpolarii este aceea
de a inlocui o functie definitd pe un domeniu din RY cu o altd functie, mai
simpla (de regula, polinom), care sa coincida cu cea initiala intr-un numar
dat de puncte. Vom vedea in ce conditii acest lucru este posibil si cum
se evalueaza diferenta dintre cele doua functii. Vom fi mai ales interesati
de evaluari in norma spatiului Sobolev H", care vor servi mai departe la
determinarea erorii iIn metoda elementului finit.

Pentru simplitate, multe dintre domeniile pe care le vom considera vor fi
poliedre (poligoane). Astfel, notiunea de poliedru devine centrala in teoria
de care ne ocupam. Sa incepem prin cateva precizari si definitii.

Definitia 5.0.1 O submultime K C RV este un poliedru (poligon) din
RY dacd este o intersectie finitd de hipersemispatii inchise din RN .

Definitia 5.0.2 O parte a frontierei poliedrului K, K' C 0K, se numeste

fati o lui K dacd existd un unic hiperplan din RN a cdrui intersectie cu K
este K'.

Reamintim c& un hiperplan H din RY se definegte prin
H={z= (21,29, ....an) € RN : (z,a) = b}

unde a € RY si b € R sunt date iar (-, -) este produsul scalar canonic din
RY. Un hipersemispatiu inchis din RY este o multime de forma

HS = {:c = (z1,29,...,xn5) €RY : (z,a) > b}.
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Sa observam ca fata K’ a unui poliedru K este o intersectie maximala a
unui hiperplan din RV cu K, adicd nu exista alt hiperplan a cirui intersectie
cu K sa contind in mod strict pe K’.

5.1 Elemente finite Lagrange

Elementele finite Lagrange sunt pietrele de temelie ale metodei elementului
finit. Ele au o mare importanta, atat din punct de vedere teoretic cat si prac-
tic, iar o buna cunoastere a lor este indispensabild pentru buna functionare
a metodei.

Definitia 5.1.1 Un triplet (K, X, P) se numeste element finit Lagrange
daca

1. K C RY este un compact conex de interior nevid
2. ¥ ={ai,a9,....,aq} C K este o submultime finita de puncte din K

3. P este un spatiu vectorial de dimensiune finita de functii definite in
K si cu valori reale

4. ¥ este P—unisolventd: pentru orice scalari (a;)1<i<a € R? ezistd o
unicd functiev € P astfel incat v(a;) = «; pentru oricei € {1,2,...,d}.

Vom oferi in continuare cateva exemple de elemente finite Lagrange in
dimensiune N = 1. Alte exemple, pentru N > 2, vor fi date intr-una din
sectiunile urmatoare. Lasam cititorului verificarea conditiilor din definitia
elementelor finite Lagrange.

Exemple:
L K=[0,1,5={0,1}, P={v:[0,1]] = R : v(z) = az+B, o, 8 € R}.

2. K=1[0,1,¥=1{0,1/2,1}, P={v:[0,1] = R : v(z) = az? + Bz +
¥, a,B,v € R}.

3. K=10,1, %Y =1{0,1/3,2/3,1}, P={v: [0,1] = R : v(z) = az® +
Ba® + vz +6, a,f3,7,0 € R}.

Dat un element finit Lagrange (K3, P), urmatorul rezultat priveste
posibilitatea construirii unei baze canonice in P.
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Propozitia 5.1.1 Pentru orice i € {1,2,...,d} ezistd o unicd functie p; €
P cu proprietatea

(5.1) gpi(aj) = 51']', j c {1,2, ,d}
In plus, dim(P) = card() si (pi)1<i<a formeazd o bazd in P.

Demonstratie: Prima parte este o consecinta directa a proprietatii de
P—unisolventa a lui 3. Pentru cea de-a doua parte sa observam ca

1. (¥i)1<i<a este liniar independenta. Intr-adevir,

d d
> bipi=0= (me) (aj)=0,1<j<d=
i=1 =1

d
i=1
2. (pi)1<i<a este sistem de generatori deoarece, pentru orice v € P,

d

v = Z v(a;)p;.

i=1
Aceasta egalitate decurge din proprietatea de P—unisolventa a lui

si are loc deoarece functiile din cei doi membri apartin lui P si iau
aceleasi valori in punctele din .

Rezulta ca (¢;)1<i<q formeaza o baza in P si demonstratia se incheie.
|

Observatia 5.1.1 Din proprietatea 5.1.1 rezultd ca o conditie necesard
pentru ca o mullime X sa fie P—unisolventd este

(5.2) card(X) = dim(P) = d.

Daca lui (5.2) i adaugam ezistenta unor functii (i)1<i<q din P cu
proprietatea (5.1), obfinem o condilie necesara si suficientd pentru ca o
mulfime ¥ sa fie P—unisolventa. [

Unul dintre obiective este acela de a aproxima functii definite in K prin
functii din P. Pentru aceasta definim urmétorul operator

(5.3) Mg :C(K) = P, Tg() =Y v(a)p; € P.
=1
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Definitia 5.1.2 Operatorul liniar llg se numeste operator de interpo-
lare in K.

S& notam ca, pentru fiecare v € C(K), IIx(v) este acea unica functie din
P care coincide cu v in punctele din 3. IIx(v) va servi ca aproximare a lui
v in P.

Metoda elementului finit va porni de la construirea unor familii de e-
lemente finite Lagrange. De fapt, in practica se considera un element finit
Lagrange, numit element de referinta, si se obtine o familie de astfel de
elemente prin transforméari homeomorfe. Avem urmatorul rezultat

Propozitia 5.1.2 Fie (I? ) ﬁ) un element finit Lagrange si F : K —
F(K) C RY o aplicatie bijectivd, continud si cu inversa continud. Dacd
definim

K=FK), S=FX) siP={v: K >R :voF € P}
atunci (K, X, P) este, de asemenea, un element finit Lagrange.

Demonstratie: Din proprietatea de continuitate a lui F', K este nevid,
compact si conex. X este o submultime finita de puncte din K, avand acelasi
cardinal cu 3.

P este un spatiu vectorial de functii definite in K. El are aceeasi dimen-
siune cu P. De fapt, dacd (pi)1<i<q este baza din P dati de proprietatea
5.1.1, atunci (p; o F'~ )193(1 este o baza din P. Tinand cont de observatia
5.1.1 rezulta ca X este P—unisolventa. W

Observatia 5.1.2 Fie F': RY — RN o aplicatie afind definitd prin

(5.4) F(z)=Bx+b

unde B este o matrice patratica inversabila iar b este un vector de dimen-
siune N. In acest caz sunt indeplinite conditiile din proprietatea 5.1.2. E-

lementele finite obtinute prin intermediul unei aplicatii F' de acest tip se
numesc afin-echivalente. [

In cele ce urmeaza vom descrie pe scurt doua tipuri de elemente finite
foarte des folosite ca elemente de referinta.

84



CAPITOLUL 5. INTERPOLARE iN RY

5.2 Simplexuri

Fie A; € RV, 1 <i < N, N punctele ale ciror coordonate sunt toate egale
cu zero, exceptand a i-a coordonata care este egald cu 1 iar Ay punctul
de coordonate egale cu zero. Fie, de asemenea, K acoperirea convexa a
punctelor (A4;)o<i<n,

N
[?: I‘ERNZI‘:ZAZ'/L;, Z)\izl,)\izo
i=0 0<i<N

Prin @k notam multimea polinoamelor definite in K de N variabile si de
grad cel mult k£ in raport cu toate variabilele,

™o _ i1 02 in

Pp = { p(x) = E Qiyig.in Tf Ty o TNy Qigig.iy € R
14095000ri >0
i1 +igtetiy <k

Dimensiunea spatiului Py este C’]li, 4 Intr-adevar, numarul termenilor

de forma xzf x? x?{,v cu i; +i9 + ... + iy = p este egal cu numarul de
posibilitati de alegere (cu repetitie) a p dintre cele N variabile (z;)1<i<n.

Acest numar este egal cu C%; 4p—1- Prin inductie dupa k se demonstreaza ca

k
P _ ik
> CRip1 = O
p=0

Prin urmare

(5.5) dim(Py) = C% .
De asemenea, definim multimea

S=qackK: —i)\-A- Y oai=1 )\-6{01 “1}
=<a .a_izo i Z,OSZSNZ— DY T T

Cardinalul multimii 5 este egal cu numarul posibilitatilor de alegere cu
repetitie a k dintre NV + 1 elemente, adica

(5.6) card(3) = Ol

Sa remarcam ca punctele din 5 (si cele din K ) sunt unic determinate de
A1, A9, ..., Any. De fapt, coordonatele carteziene ale unui punct din X sunt
chiar ()\i)lgiSN-
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5.2. Simplexuri

Propozitia 5.2.1 Tripletul (I?, i,@k) este un element finit Lagrange.

Demonstratie: Singurul lucru care trebuie demonstrat este unisolventa
mul{imii S in raport cu ]P’k Acest lucru rezultd din egalitatea dimensiunii
lui IP’k si a cardinalului lui S dacd arfitim ci existi o baza a lui Pk cu
proprietatea (5.1). Pentru aceasta, fie a = (a1, a2, ...,an) € S si definim

N+1ka;— R
H H ( $1—1> reK
i=1 =

a; 70

unde zy11 =1 — Zfil risianyy=1— Zf\il a;. S& observam ca

N+1ka;— . N+l
’ k:aZ —J (ka; — 1)!
n H H (hay — 1)1 &
a; 70 #0

Pe de alta parte, daca b = (b1, be,...,bn) € 5} este un punct diferit de a
din X, rezulta ca
N+1ka;—

-1,

a;#0

ka;,
deoarece [ jil (/szo 7) = 0. Intr-adevir, existi cel putin un indice ig cu
proprietatea ca kb;, < ka;, deoarece, daca kb; > ka; pentru orice ¢ rezulta

¢ N+1 N+1 N+1
0< Zk(bi—ai):k<2bi— Zai> =0
=1 =1 =1

si ar rezulta ca b; = a; pentru orice 7 ceea ce este imposibil.
Am construit o bazd (¢q) 5 a lui Py si demonstratia se termina. m

Definitia 5.2.1 Tripletul (I?, i,@k) din propozitia 5.2.1 este un N—sim-
plex de tipul £ de referinta.

Vom oferi in continuare citeva exemple de simplexuri in dimensiune
N > 2. Sa observam ca exemplele din sectiunea precedenta in cazul N = 1
sunt, de asemenea, simplexuri.
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CAPITOLUL 5. INTERPOLARE iN RY

e N=2 K ={(z,9) €[0,1] x[0,1] : y < (1 —a)}
2-simplex de tipul 1
Y= {(0> O)a (130)7 (07 1)}7
Py = {q(z,y) = o1 + asx + azy : a; €R, 1<i <3}
2-simplex de tipul 2
¥ =1{(0,0),(1/2,0),(1,0),(0,1),(0,1/2),(1/2,1/2)},
Py = {q(z,y) = a1 + oz + a3y + agzy + asz? + Ozay2 o €R, 1<
i <6}.
« N=3 K ={(.,2)c0.1x01x[01]:0<y<(1-2),0<z<
1—z—y}
3-simplex de tipul 1
= ={(0,0,0),(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)},
@1 ={q(z,y) =1+ wr+azy+asz : a; €R, 1 <i <4}

5.3 Paralelotopuri
Fie K cubul unitate din RV ,

K= {xE]RN cx=(r1,22,..,xN), 1 <x; <1}

Prin @k notam multimea polinoamelor definite in K de N variabile si
de grad cel mult k£ in raport cu fiecare variabila,

0 — ) o) — § i1 .02 in
Qk - Q(x) - ailiz...iN 331 xQ "'xNu ailiQ...iN E R
0<iy,i2,....iN<k

Dimensiunea spatiului Qy, este (k+1)N. Intr-adevir, numérul termenilor
de forma x’f x’; a:?{}’ cu 0 <i; <k este egal cu numarul de functii definite
in multimea {1,2,..., N} gi cu valori in {0,1,...,k}. Acest numar este egal
cu (k+ 1)N. Astfel, R
(5.7) dim(Qy) = (k + 1),

De asemenea, definim

~

~ 1 2 k—1
E:{xEK s x = (21,22,...,TN), X; € {O,k,k,...,k,l}}.
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5.83. Paralelotopuri

Cardinalul multimii ¥ este egal cu numarul functiilor definite in multi-
mea {1,2,..., N} si cu valori in {0,1/k, ..., (k —1)/k, 1}, adica

(5.8) card(X) = (k + 1)".
Propozitia 5.3.1 Tripletul (IA(, i,@k) este un element finit Lagrange.

Demonstratie: Singurul lucru care mai ramane de demonstrat este unisolven-
ta multimii Sin raport cu @k Acest lucru rezulta din egalitatea dimensiunii
lui @k; si a cardinalului lui S dacd ariitim ci existi o bazd a lui @k cu
proprietatea (5.1). Pentru aceasta, fie a = (a1, a9, ...,an) € S si definim

A kx; —j
w@ =TI II (kaz]), zeR.
i=1 j=0
Jj#ka;

s verifica (5.1) si demonstratia se incheie. ®

Se arata usor ca (¢a) 5

Definitia 5.3.1 Tripletul (IA(, f), @k) din propozitia 5.3.1 este un N —para-
lelotop de tipul k£ de referinta.

Vom oferi in continuare cateva exemple de paralelotopuri in dimensiune
N > 2. Sa observam ca exemplele din sectiunea precedenta in cazul N =1
sunt, de asemenea, paralelotopuri.

o N=2 K =1[0,1] x [0,1]
2-paralelotop de tipul 1.
S ={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)},
@1 ={q(z,y) =1+ wer +asy +aqzy : a; € R, 1 <i <4}
2-paralelotop de tipul 2.
£= {(0,0).(2:0).(1,0).(1. 3).(1.1).(3.1).(0.1).00. 1).(3. 1)
Q1 = {q(w,y) = 01 + a2z +agy+assy+asa® +acy? +aray+aszy’ +
agr?y? oy €R, 1 <0 <9

e N=3,K=1[0,1x[0,1] x [0,1]
3-paralelotop de tipul 1.
$={(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1, 1),(1, 1, 1)},

@1 ={q(z,y) = a1 + aox + sy + uz + aszy + agyz + arrz + agryz
a; € R, 1§i§8}.
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CAPITOLUL 5. INTERPOLARE iN RY

5.4 Eroarea in interpolare

Dupa cum am vazut in teorema 4.3.2, pentru estimarea diferentei intre
solutia exacta u si cea aproximativa uy este suficient sa analizam canti-
tatea infyey, ||u — ¢||. Pentru aceasta vom considera c¢i u € C(€2) si vom
construi un element II,u € V}, cu proprietatea ca ||u — ITpu|| = o(h). Ast-
fel, convergenta metodei si evaluarea erorii rezulta din estimarea diferentei
u—IIpu. Elementul II,u se va obtine cu ajutorul operatorului de interpolare
IIx definit in (5.3). Scopul acestei sectiuni este acela de a da o evaluare a
diferentei dintre o functie w si interpolatul ei pe K, Ilxu.

Incepem prin cateva notatii. Fie (K, Y., P) un element finit Lagrange.
Vom nota prin

(5.9) hyx = diam(K) = sup{dist(x,y) : z,y € K},
. pr =sup{p € R : exista o sferd de diametru p inclusa in K}.

Observatia 5.4.1 Daca K este un compact, existd o sfera Sk cu pro-
prietatea ca
(5.10) pr = diam (Sk),

deci supremumul din definitia lui pg se atinge.

Pentru a demonstra acest lucru sa observam ca pentru orice n € N*
exista o sfera S, C K de diametru py — % Fie z, € K centrul sferei
Sp. Sirul (xyn)n>0 C K are un subsir convergent (notat la fel) convergent la
x € K. Demonstram ca sfera Sk de centru x si razd %pK este continuta in
K.

Dat € > 0 suficient de mic, fie S. sfera de raza %(pK — ) $i centru x.

Demonstram cd exista m > 0 astfel ca
Se € Sn C K.

Intr-adevar, pentru orice y € S¢, avem ca
1
llem = yll < llem —zl| + ]z =yl < llzm — (] + 5 (px —€)-

Alegand m suficient de mare astfel ca 5 + ||zm — z|| < € obtinem cd
Y € Sm-
Cum € > 0 este arbitrar, rezulta ca Sx C K. Intr-adevar fiey € Sk st

fie

e K — €& K — € K — €
ye=y——(y—=z) =" (y—z)+z=" y+<1—p )xESa-
PK PK PK PK
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5.4. Eroarea in interpolare

Rezulta ca sirul (ye)e>0 este inclus in K gi cum el este convergent la y,
obtinem cay € K. U

Reamintim ca, daca v € H™(Q),
(5.11) o= Y [ 107 de
jal=m ¢

este o seminorma pe H™ () iar

m
(5.12) o]0 =D olfq-
=0

Daca domeniul 2 este clar din context, vom omite indicele €2 din notatia
normei i a seminormei.

Lema 5.4.1 Fie K C RY compact, conezx, de interior nevid siv € H™(K).
Daci F : RN — RN F(z) = B2 + b cu det(B) # 0 este o aplicatie afind
inversabild si K = F~Y(K), definim 0 = vo F. Atunci v € H™(K) si ewistd
o constanta C = C(m, N) astfel incdt

(513) 0], & < CIIBI™|det(B)|~/2[v|m,zc
[V]m i < Cl|B~H|™|det(B)|'?[0],,, &
unde || - || este norma matriceala subordonata normei euclidiene.

Demonstratie: Fie a = (a1, az,...,ay) € NV cu |a| = m. Avem ca

D*5(z) = D*(vo F)(Z) <

1/2
2
<CmM| > |PR@[) g |Bul
BENN | Bl=m -
1/2

<cpm| Y [P
BENN | B|=m

‘2
Integrand obtinem ca

N2 s m JUNTES
/RID o@)Pdz < o|B|Pm Y /R‘Dﬁu(F(x))‘ 47 =

BENN,|B|=m
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CAPITOLUL 5. INTERPOLARE iN RY

—c|BIP" Y |det(B \/’Dﬁ "o =

BENN |B|=m
= C||B|]P™| det (B~ |v[7, ;¢

$i prin urmare

= Y [ IDw@ras

aeNN Jal=m

<CIB|P™det (BT Y |l < CIBIP™ [ det (B [u]2, k-
aeNN |ajl=m

Prima inegalitate (5.13) este astfel demonstrata. Cea de a doua inegali-
tate se obtine intr-un mod analog. H

Lema 5.4.2 Daca B este matricea aplicatieir F' din lema 5.4.1 care duce pe
K in K atunci R
hi h

5.14 Bl|< =, ||IB7YI<—
(5.14) ||||p|! IIpK

unde h = diam (K) iar p = sup{ diam (S) : S sferd inclusi in K}.

Demonstratie: Avem ca

1
1Bl = Sup 1Bl = i 1B

Fie ¢ € RN cu ||¢|| = p. Rezulta ca exista 2,7 € K astfel ca T—-y=¢.

Intr-adevir, in observa‘gla 5.4.1 am vizut ci existd o sferd S C K de
centru 7 si cu diam (S) = p. Este suficient s ludm 7 = 7 + 3 € ScK,
j=7-1ceScK.

Acum,

B[ = [1B(x = y)l| = [|F() = F)l| < hk

si prima relatie (5.14) este demonstrata. Cealalta relatie (5.14) se demon-
streaza analog. ®

Lema 5.4.3 (Bramble-Hilbert) Fie m,s,l > 0 si A : HS(K) — H™(K) o
aplicatie liniarda si continud cu proprietatea ca

(5.15) Alp) =0, Vpeb,.
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5.4. Eroarea in interpolare

Atunci, pentru orice v € H*(K) avem ca

(5.16) A, & < 1Al gers,mmy inf [0 = pl], %
pEP;

Demonstratie: Fie v € HS(I?) sipeP. Avem ci

M@, 5 = G+ D), i < IAleemm 1 pll,

si demonstratia se incheie. H

Observatia 5.4.2 Operatorul de interpolare

Iz

:C(K)— P c H'(K)
este bine definit ca operator liniar si continuu de la Hs(l?) la Hm(I?) daca
e m <r (caz in care H'(K) C H™(K))

o 5> 2 (caz in care, dacd N € {1,2,3}, H*(K) c C(K)). O

Observatia 5.4.3 Presupunem ca P. CPcC H"(Q2). Cum pentru orice
[ <k ]P’l C IP’k, operatorul de interpolare Il are proprietatea ca

Mi(p)=p, VpeP.
Rezulta ca, pentru orice m < min{r, s} si s > 2, operatorul
A=1-1g:HYK)— H™(K)
este bine definit si satisface conditiile din lema 5.4.3. Prin urmare

(617) 3-8l & < I — Dgll e mm) i 5 - pll,

pEP

K
pentru orice 0 € H*(K). O

Lema 5.4.4 (Deny-Lions) Fie K un compact conex de interior nevid $i cu
frontiera C' pe portiuni. Pentru orice | > 0 exista C = C(I,N,K) astfel
incat
P~ I+1/ 7>
(5.18) plélﬂf o +pll 5 <CPl,, g YoeH(K).
l
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Demonstratie: Din faptul ca K este de frontiera C! pe portiuni rezulta ca
HYYK) c H l(l? ) cu incluziune compacta. Vom demonstra lema in mai
multi pasi.

Pasul 1: Demonstram ci exista o constanta C > 0 astfel ca

1/2

2
(5:19) |6l 2 <C | P, 2+ D (/f{ Daa) Vo € HHY(K).

laf<I

Prin reducere la absurd presupunem ci penru orice n > 1 exista v, €
H™(K) astfel incat

2
1
~ B ~ 12 ~
(A N A (/R Davn> <

Sirul (D)n>0, fiind mérginit in H™(K), are un subsir (notat la fel) cu
proprietatea c ¥, — 0 in H'(K) cand n tinde la infinit.
Cum, in plus, [0,],,; z — 0 cand n tinde la infinit, obtinem ca (Un)n>0

este sir Cauchy si prin urmare convergent la o in H*1(K). Avem ci:

o [ollsy i =1

e U € IP; deoarece 0 = lim,, o0 |6”|l+1f( = |v Prin urmare v =

ai an
E|a\§l AqTy" ... Tp; -

’z+1f<'

. DY = 0 pentru orice multi-indice || < . Prin urmare, tindnd

K
cont de forma functiei, v = 0.

S-a obtinut o contradictie si inegalitatea (5.19) este demonstrata.
Pasul 2: Demonstram ca pentru orice v € H H1(K) existd un unic
q € P astfel ca

(5.20) /ADaq:—/AD%\, V|a| < L.
K K

Se considera

_ (3} aN __ a1 an
q= g ATy ... Ty = g A7 T +q1
lof <t o=t

cuq] € ]/I\Dl_l.
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5.4. Eroarea in interpolare

Pentru fiecare o = (a1, ..., an) cu |a| = [ obtinem ca

/A D% = (ay)\...(an)!| K]
K

si vom alege

1
Qo = — — /ADO‘?)\.
(a)...(an)| K| JE&

Rationmentul se continua cu termenii de grad [ — 1 s.a.m.d.
Pasul 3: Cu polinomul ¢ de la Pasul 2 si folosind inegalitatea de la
Pasul 1 avem:

inf [[v+pll,, g <[V+dll 5 <
peEP;

1/2

2
<C |6+q112+1f(+2 </I?Da(ﬁ+q)>

la|<i
=Clv+ Q|l+1f< = leﬂ,f('

Demonstratia lemei se incheie. B

Observatia 5.4.4 Cum |p]lJrl 7 = 0 pentru orice p € @l, rezulta ca

(5.21) O+pl g =10l YOE HTY(EK).
Obtinem ca

(5.22) 0l,1 5 < inﬁf 0 +pll 5 Y€ HTY(EK).
pelr

Inegalitatile (5.22) i (5.18) din lema 5.4.4 ne arata ca |v],, ; este o

normd pe spatiul cat K4 (K) /P, echivalentd cu norma canonica:

(5.23) Ol ~ inﬁf 10+l 0 VO € HTHEK).
pel

g

Vom da acum primul rezultat de interpolare in K.
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Teorema 5.4.1 Fie N <3 si K c RN un compact conex de interior nevid
si cu frontierd C' pe portiuni iar (K,X, P) un element finit Lagrange cu
proprietatea ca exista k > 1 astfel ca

(5.24) P, C P c H"(K).

Pentru orice s > 2 5i 0 <m <[ = min{k + 1,s} > 2 existd o constanta
pozitiva C = C(K, Iz, k,m,s, N) astfel incat

(5.25) v — Hf(mmf( < C]i)\]lf(, Vo € H*(K).
Demonstratie: Vom considera urmatoarele cazuri:

1. Cazul k+1 > s. Rezultd ca | = s si I —II; este continuu si liniar din

~ ~

H™(K) in H*(K). Folosind lemele 5.4.3 si 5.4.4, se obtine:

v —1z0l, & < I = Ogllems gmy inf [[V=pl|, z <
pEP;

< Ol = Ugllgeas,mmylvl, g = Clvl; &-

2. Cazul k+1 < s. Rezulta cd |l = k+ 1 si I — Il este continuu si

liniar din H™(K) in H**1(K). Folosind din nou lemele 5.4.3 si 5.4.4,
se obtine:

o= Tg,, g < 1T = Mgl ress amy i€ 16—l 5 <
pely

< C||II - Hk”ﬁ(Hk-&-l’Hm)ﬁ)\’k_’_lJ’% = C|6|l,f(‘
Teorema este demonstrata. W

Teorema 5.4.1 ne permite s& demonstram principalul rezultat de inter-
polare in K. El va fi utilizat in capitolul urmator pentru evaluarea erorii in
metoda elementului finit.

Teorema 5.4.2 In conditiile din teorema 5.4.1, fie (K,%, P) un element
finit Lagrange, afin echivalent cu (I?, i, ﬁ) Pentru orice s > 2 51 0 <m <
I = min{k + 1,s} > 2 exista o constantd pozitiva C = C(I?, U, k,m, s, N)
astfel tncat

h m
(5.26) |U — HKv]mJ( <C (pi) hl[;mh}’ljg, Yv € HS(K)
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5.5. FExercitii

Demonstratie: Folosind lema 5.4.1, deducem ca

o~ kel i < ClIB™™|det(B)]' [0 — Tz, £

Aplicand teorema 5.4.1 si din nou lema 5.4.1, deducem ca

ClIB~!||"|det(B)|"*[0 — 11 0]

i < CIBY|™|det(B)Y2[0], z <

< ClIB7HI™IBII' v

LK-

In sfarsit, din lema 5.4.2 rezultd ci

_ A\ he\! e \™
Cl|B 1|mHBHl|U|l,K§C<> <AK> |U|Z7K:C<p§> R "k

PK PK

si (5.26) este demonstrata. m

Observatia 5.4.5 Din relatia (5.26) deducem ca |v—Ilgvl,, ;¢ tinde la

zero cu viteza hl};m cand hg tinde la zero daca Z—Ifi ramane marginit uni-
form. Diferenta dintre v si llgv depinde de reqularitatea s a functiei v si
de gradul k al polinoamelor de interpolare folosite. Cu cat s si k sunt mai
mari, cu atat eroarea in interpolare este mai mica. [

5.5 Exercitii

1.

Demonstrati ca elementele finite date ca exemplu in sectiunile 5.2 i
5.3 verifica proprietatea de unisolventa.

. Fie (K, X, P) un element finit Lagrange si (¢;)1<i<q functiile din baza.

Demonstati ca Zle w; = 1 dacd gi numai daca functiile constante
apartin lui P.

Fie K prisma unitate din R? de varfuri (ai)1<i<¢. Demonstrati ca daca
P este spatiul polinoamelor de forma p(z) = o + @121 + asxs + (Bo +
Bix1 + Paxe)xs atunci 3 = {a; : 1 <1i < 6} este P—unisolventa.

Fie K un n—simplex din R™ si k£ un numar intreg. Notam prin II
operatorul proiectie ortogonala a Iui L?(K) pe spatiul P,. Demonstrati
ca exista o constanta C' > 0 care depinde doar de n si k cu proprietatea
ca, pentru orice 1 < m < k+ 1, avem ca

k+1

v = TI0|m,x < L |v]pp1 k-
PK
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Capitolul 6

Metoda elementului finit

Vom expune in acest capitol principiile de baza si vom analiza convergenta
metodei elementului finit. Ea este o metoda din clasa celor descrise in
sectiunea 4.1, care se caracterizeaza printr-o alegere speciald a spatiilor V},.
Pentru expunerea metodei vom considera o problema eliptica de ordin doi,
de tipul celor prezentate in sectiunea 3.2.

Fie N < 3 si Q ¢ RV un deschis marginit. Pentru inceput, vom consi-
dera ca 2 este un deschis poliedric. Reamintim ca un deschis poliedric este o
reuniune finita de poliedre. In ultima sectiune a acestui capitol vom analiza
cazul deschigilor nepoliedrici. Presupunerea N < 3 acopera cele mai rele-
vante cazuri din punct de vedere practic si va simplifica unele rationamente.

De asemenea, fie I'g C 92, o parte a frontierei lui €2 de masurad nenula,
1 =0Q\Tysi feL?Q).

Cu notatiile din sectiunea 3.2, consideram problema variationala

(6.1) a(u,p) = L(p), VoeV = Hllo

unde

N
_ | Ou 9p _
a(u, p) = /Q Z a”%ja—xi + apup | dz, L(p)= /Qfgodac.

ij=1

Am vazut in teorema 3.2.1 ca a este o forma biliniara, continua, simetrica
si coerciva iar L este liniard si continud in V. Din teorema Lax-Milgram
rezulta ca ecuatia variationala (6.1) are o solutie unica u € V.

Ne propunem in continuare sa descriem metoda elementului finit care
sd permita aproximarea solutiei lui (6.1). Pentru inceput vom determina,
pentru fiecare A > 0, subspatiul V;, C V de dimensiune finitd apoi vom
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6.1. Triangulatic

construi o baza in Vj, care sa fie in concordantd cu cerintele enuntate la
sfargitul sectiunii 4.1. In final vom studia convergenta metodei.

6.1 Triangulatii

Primul pas in obtinerea spatiilor de aproximatii V}, consta din construirea
unei triangulatii a domeniului 2. Reamintim ca {2 este un deschis poliedric
marginit din RY, cu N < 3.

Definitia 6.1.1 O familie T;, de poliedre K de interior nevid este o trian-
gulatie a domeniului Q2 dacd sunt indeplinite urmadatoarele conditii

1. QZUKEThK
2. K1 N Ky =0 pentru orice K1, Ky € Tp,, K1 # Ko.

3. Orice fata a unui poliedru K1 € T;, este sau fatd a altui poliedru Ko €
71, (caz in care Ky §i Ko se numesc adiacente) sau parte a lui Ty sau
parte a lui T'y

4. Parametrul h din stmbolul pentru triangulatie este dat de

(6.2) h = Ir?eai}'i hk = Irglea%l diam (K).

Fiecarui poliedru K din triangulatia 7, 1i asociem un element finit La-
grange (K, Yk, Px). Definim acum urmatoarele spatii

Xp={velCQ) : v, € Pk, VK € Ty}

(©.3) Xop = {v € Xy : vy, = 0} .

O prima sgi foarte importanta proprietate a spatiilor X, si Xgp este
cuprinsa in urmatoarea teoremas:

Teorema 6.1.1 Dacd Px C HY(K) pentru orice K € Ty, atunci
(6.4) X, c HY(Q),
(6.5) Xon C H, ().
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&
N
h

no

Demonstratie: Cum v € X}, rezulta ca v € C( (Q). Pe de alta

parte, definim v; € L?(§2) prin

ov
Vil = 3'K € L*(K), VK€T, 1<i<N.
T
Demonstram ca, in sensul distributiilor,
v
6.6 - 1<i<N.
( ) V; 81:1.7 <1<

Intr-adevir, fie ¢ € D(Q). Avem ci

Sa privim mai indeaproape termenul

(6.7) Z /E)Kv(x)go(x)uidx: Z Z / v(z)p(x)vde

v . K’
KeTy, KeTh g fata a lui K
si sa observam ca putem avea doua cazuri:

1. K’ este parte a frontierei lui Q, caz in care [, v(z)p(z)vide = 0
deoarece ¢|,, = 0.

2. K’ este fatd comuni a doud poliedre din triangulatie. In acest caz
vom avea In suma (6.7) exact doud integrale pe K’ care se anuleazi
reciproc deoarece vy este o functie continua iar semnele normalelor
vor fi opuse.

Obtinem ca (v;, ) = —(v, gTi> si (6.6) este demonstrata. Prin urmare

are loc incluziunea (6.4).

Pentru (6.5) vom observa mai intai ci Xo, C X, C HY(Q). Pe de alta
parte, daca v € Xgj, rezulta ca Uy, = 0 si prin urmare v € H%O(Q) ceea ce
demonstreaza (6.5). m

99



6.2. Spatiile Vy, in metoda elementului finit

6.2 Spatiile V;, in metoda elementului finit

Pentru aproximarea solutiei v a lui (6.1) vom alege
(6.8) Vi, = Xop

si vom utiliza in continuare metoda de aproximare descrisa in sectiunea 4.1.
Astfel, caracteristica metodei elementului finit consta din alegerea (6.8)
care presupune parcurgerea a trei etape

e Construirea unei triangulatii 7, a domeniului €2 pe care trebuie rezol-
vata ecuatia

e Alegerea unei familii de elemente finite (K, Y, Px) KeT;, corespunza-
toare triangulatiei.

e Considerarea unui spatiu V} format din functii care, pe fiecare element
K al triangulatiei, sunt elemente din Pg.

Aproximarea se va face apoi dupd metoda expusa in sectiunea 4.1. In
V3, vom considera problema

(69) a(u7 90) = L((p), VQD € Vh
care are o solutie unica uy € V3.

Pentru a transforma (6.9) intr-un sistem de ecuatii liniare, este nevoie de
o bazd in V},. Fara ipoteze suplimentare asupra elementelor finite considerate
nu este usor de determinat o astfel de bazi. In plus, am dori s obtinem
elementele din V}, prin interpolarea functiilor continue din C(£2). Daca toate
elementele din vy, s-ar obtine prin interpolare, constructia unei baze ar deveni
imediata, aga dupa cum vom demonstra mai departe, in teorema 6.2.2.

Vom defini operatorul de interpolare ITj, : C(2) — L?() prin
(6.10) 0, (v)

=IIg(v), Yv € C(Q)

|x

unde IIx este operatorul de interpolare in K definit prin (5.3).

Sa observam ca, pentru orice v € C(2), ITv este bine definita ca functie
din L?(Q), dar poate si nu fie o functie (continua) din Xj. Intr-adevir, desi

(Hhv)|K =1Ilgv € Py C C(K),

[1;v poate fi multivaluata pe frontierele multimilor K. Pentru a corecta acest
defect ar trebui sa putem asigura ca, pentru orice doua elemente adiacente
K si K5 cu fata comund K’, avem

(HKIU) = (HKQU)

%% lgr e
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Pentru a garanta acest lucru vom considera ca familia de elemente finite
(K, Xk, Pr)ker, verificd urméatoarele conditii:

e Conditii de compatibilitate: Pentru orice pereche (K, K3) de
poliedre adiacente din 7, cu fata comuni K’, avem ci

Cl (PKI)‘K/ = (PK2)|K/7
C2. EKIQK/:E[QQKI.
e Conditii de clasa zero: Fiecare element finit (K, X, Px) satisface

C3. Px C C(K) N HY(K)

C4. Daca K’ este o fatd a lui K iar P’ = {<p|K, : p € Pg} = (Pk)
atunci multimea ¥ N K’ este P'—unisolventa .

s

e Conditii pe frontiera:
C5. Ty este o reuniune de fete de poliedre din triangulatie.

Suntem acum in masura sa dam o caracterizare a spatiilor Vj.

Teorema 6.2.1 Fie T}, o triangulatie a lui Q st (K, Xk, Px)ker, o familie
de elemente finite asociate care satisfac conditiile C'1. — C5. Atunci

(6.11) Xy ={Iv : veC(Q)},
(6.12) Xon = {Hhv L veC(@), vy, = 0} .

Demonstatie: Vom demonstra prin dubla incluziune ca S = X}, unde

S={w:vel)}.

Dat v € C(£2), ardtam ca v € Xj. Cum (Iv)|, = kv € Pk, prin
definitia lui IIx, mai ramane de demonstrat ca II,v este o functie continua
in Q. Deoarece P C C(K) (din C3), mai trebuie s& aritdm ci, pentru orice
pereche (K7, K3) de poliedre adiacente din 7, cu fata comuna K’, avem

(6.13) Ik, v)),., = (Hgyv)),, -

Definim w = (Ilg,v)
(Pr, )|, (din C1).

Pentru orice a € Xg, N K' = ¥k, N K’ (din C2) avem cd w(a) = 0
deoarece I, v(a) = Ik, v(a) = v(a).

— (Ilg,v)|,,, si observam ca w € (Pk,)

‘K’ |K’ =
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Cum insa Xk, N K’ este (Pk,)|,,— unisolventa (din C4), obtinem ca
w = 0 pe K’ gi prin urmare (6.13) este adevarata. Cu aceasta am demonstrat
ca S - Xh-

Fie acum v € X},. Rezulta ca V| € Pr si prin urmare Illgv = v, Cum
acest lucru este adevarat pentru fiecare K € 75 obtinem ca

v = Hhv.

Tinand cont ca v € C(Q2), rezulta ca v € S. Prin urmare am demonstrat
si ca Xp C S. In concluzie, X, = S.
Pentru (6.12) vom observa ca

Xon = {U e Xy : ’U|FO = O} = {Hhv LU E C(ﬁ), U|F0 = O}
si demonstratia se incheie. M
Vom nota
¥ =Uker, 2K, 2r,=%\To

si vom renumerota nodurile astfel ca
¥r, ={a1,a9,...,a1,}, ¥ ={ai,aq2,...,a5,ar,+1,...,a1}.

Observatia 6.2.1 Teorema 6.2.1 ne aratd cum se pot construi functiile din
Xp. Sa presupunem ca avem datd cate o valoare reald oy pentru fiecare nod
din X. Ezista o functie continud v (un polinom de interpolare, de exemplu)
care este definita in Q0 si care are proprietatea cd v(a;) = a;, 1 < ¢ < I.
Pe fiecare element K din triangulatie se construieste functia llgv din Pk
care 1a aceleast valori ca v in nodurile din X N K. Functia obfinutd prin
“asamblarea” tuturor acestor restrictii este llpv si apartine lui X conform
teoremes 6.2.1. U

Observatia 6.2.2 Functiile din X; sunt unic determinate de valorile lor
in X. fntr—adevdr, dacd v1 §i vy sunt doud functii din X care coincid in 33,
atunci v1 = vo pe fiecare element K din triangulatie, datorita proprietatii
de unisolventa. [

Suntem acum in masura sa demonstram existenta unei baze in Xj,.

Teorema 6.2.2 In ipotezele teoremei 6.2.1, exista o baza (pi)i<i<r a lui
Xy cu proprietatea ca

In acelagi timp, (pi)i<i<i, este o bazd a lui Xop,.
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Demonstatie: Pentru fiecare 1 < ¢ < I, exista o functie continud w; €

C(€2) cu proprietatea ca w;(a;) = 0;; pentru fiecare 1 < j < I. Un exemplu
de astfel de functie este polinomul

L r—a,
wi(a:):H J

ai—aj'

j=1

i

Consideram acum functia p; = IIyw; care, conform teoremei 6.2.1, apar-
tine lui Xj. Avem ca

pi(a;) = Mywi(az) = w(a;) = dj, 1<j <1

Observati ca ; cu proprietatile de mai sus este unica.
Demonstram acum ca (¢;)1<i<s este o baza a lui X;. Intr-adevar,
(pi)1<i<r este liniar independenta deoarece

I I
D i =0= <Zo¢ig0i> (a;)=0,1<j<T=0a; =0 1<j<I.
i=1 =1

De asemenea, (<p¢)1§¢§ 7 este un sistem de generatori deoarece, pentru
orice w € Xy,

1
w= Z w(a;)pi.
i=1

Aceasta ultima relatie este adevarata pentru ca suma din dreapta este o
functie din X}, care ia aceleasi valori ca si w in nodurile din X.

Prin urmare (p;)1<i<s este o baza a lui Xj.

Pentru a demonstra ca (y;)i<i<z, este o baza a lui Xy, sa notam ca
w; € Xop pentru orice 1 <14 < Iy. Acest lucru este o consecinta a ipotezelor
C4 si Cb, care asigura ca orice functie din X} care se anuleaza in punctele
a;, Ip+1 <1< T1estezeropely. W

Observatia 6.2.3 Dacad p; este una dintre functiile date de teorema 6.2.2,
@i, este o functie din baza canonicd a lui Pk pentru fiecare element K din
triangulatie. [

Observatia 6.2.4 Functiile ¢; nu numai ca sunt extrem de simple $i usor
de construit, dar au si urmdatoarea proprietate foarte importantda, caracte-
ristica metodei elementului finit,

supp(pi) = U{K € Ty, : a; € K}.
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Aceastd proprietate ne aratd ca suportul unei functii @; este localizat
in jurul punctului a; ceea ce are drept consecintd faptul ca a(p;,¢j) = 0
pentru majoritatea valorilor lui j. Astfel, matricile rezultate prin aplicarea
metodei, ale caror elemente sunt tocmai a(p;,p;), vor avea foarte multe
elemente egale cu zero (matrici rare). Prin urmare, rezolvarea sistemelor
liniare rezultate va fi mult usuratd tocmai de aceastd alegere a bazei. Se
realizeaza astfel unul dintre dezideratele enuntate la sfarsitul sectiunii 4.1.
O

6.3 Convergenta metodei elementului finit

Vom demonstra in cele ce urmeaza convergenta metodei elementului finit
si vom da o estimare a erorii in aproximare. Ca si mai inainte, Q C RV,
N < 3, este un deschis poliedric marginit. Convergenta depinde de alegerea
spatiilor V},, care la randul lor sunt determinte pe de o parte de triangulatiile
considerate si de elementele finite folosite iar pe de alta parte de indeplinirea
conditiilor C1-C5. Pentru asigurarea convergentei metodei vom considera o
familie speciala de triangulatii.

Definitia 6.3.1 O familie de triangulatii ale domeniului 0, (Tp)p~0, este
regulata daca urmdtoarele conditii sunt verificate

1. Fliecarei triangulatii Ty, 11 este asociatd o familie de elemente finite

(K, Yk, Pr)KeT,

afin echivalente cu un element finit de referintd (IA(, i P) care verifica

C3-CY.

2. Pentru fiecare pereche de fete (I?{,I?é) ale i K st orice aplicatie F
afind, inversabild in RN si cu proprietatea cd F(K|) = K} avem cd

SNKy=FENKY),

{pké :peP}:{poF]ki :pEP}.

3. Fiecare triangulatie Tp, verifica C5.
4. Daca hg = diam (K) avem cd

h = max hxg — 0.
KeT,

104



CAPITOLUL 6. METODA ELEMENTULUI FINIT

5. Exista o > 1, independentd de h, astfel incat
h

K
max — < o
KeTy, PK

unde pg este dat de (5.9).

Observatia 6.3.1 Conditiile 4-5 din Definitia 6.3.1 se referd la geometria
triangulatiilor. Conditia 4 cere ca diametrul poliedrelor din triangulatiile
Tn sa tindd la zero iar conditia 5 aratd cd elementele din triangulatie nu
degenereazda cand h tinde la zero. O

O proprietate importanta a triangulatiilor regulate este data de rezul-
tatul urmator.

Propozitia 6.3.1 Fie 7, o triangulatie a domeniului Q si (K, Yk, Prx) ke,
o familie de elemente finite asociate care verifica 1-2 din Definitia 6.3.1.
Atunci sunt satisfacute conditiile C1-C4.

Demonstratie: Fie o pereche (K7, K3) de poliedre din 7, adiacente cu

fata comund K’ si fie F} respectiv Fy aplicatiile afine prin care ele se obtin
din elementul de referinta (K, %, P). Avem ca

):pEPKl}:

(PK1)\K/ = {p|K/ "pE PKI} - {p|F1(f<i

si C1 se verifica. Din
Sk, NK' =FR(E)NFA((K) =F((ENK]) =
—Flo(F{loR)(ENKY) = R(ENKY) =Sk, NK'

rezulta ca gi C2 se verifica.
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Fie acum un element finit (K, X, Px) si fie F' aplicatia afina prin care
se obtine din elementul de referints. Cum P C C(K) N HY(K) rezultd ci
Pg = P o F~! verifici C3.

Pe de alta parte, dacd K’ este o fata a lui K iar P’ = {p|, : p €
Pr}, multimea ¥ N K’ este P'—unisolventa deoarece F~1(X N K') este P o
F~!_unisolvent si C4 se verifici. m

Suntem acum in masura sa aratam convergenta a metodei elementului
finit.

Teorema 6.3.1 Fie N < 3, Q C RN un deschis poliedric mdrginit si
(Th)n>0 0 familie regulata de triangulatii ale lui 2 asociatd unui element
finit de referinta (K, %, P) cu proprietatea ca exista k > 1 astfel incat

(6.15) P, C P c H'(K).

Atunci metoda elementului finit converge, adicd solufia up a problemei
(6.9) converge la solufia u a problemei (6.1)

6.16 li - —0.
(6.16) hlg})llu upll1,0

In plus, dacd u € HH(Q), 1 <1<k, existd o constantd pozitivd C' > 0,
independenta de h, astfel incat

(6.17) lu—unllre < Ch'llullii0-

Demonstratie: Vom incepe prin considerarea cazului u € H kH(Q). Cum
pentru orice N < 3,1+ 1> 2 > N/2 rezuta ca H+' ¢ C(Q). Prin urmare
u € C(Q) si lu € V. Conform teoremei 4.3.2, existd o constantd pozitiva
C1 > 0 astfel ca

(6.18) |lu = unlh o < Cilfu —Ipul)10.
Folosind teorema 5.4.2 cu s = 2 gi m = 0 sau m = 1, deducem ca

[+1
|u — Hpuly kx < CQPLKHUHIJA,K

[lu = Tullo,x < CshiEH||ulli, k-

Cum familia de triangulatii este regulata, rezulta ca % < o g prin
urmare
lu = Tpul[yx < |u—Tpulyg + [|lu = Thullox <
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< max{Ca0, Csh }hlc||ull141, k-

Rezulta ca

llu = yulfo = D |lu—xullf x <
KeT,

< max{C30?, C3R*}0* Y [[ullfy i = max{CFo®, CIR*}n™|[ul[1 o
KeT,

si prin urmare
(6.19) [lu = Tyul[ o < max{C3o?, CIR* I [Jul[}, o-

Din (6.18) si (6.19) se obtine (6.17) cu C = Cy max{Ca0, C3h}.

Pentru a demonstra convergenta metodei in cazul in care u ¢ H!*'(Q),
vom aplica teorema 4.3.3 (vezi si observatia 4.3.4), cu V = H'*1 (Q)HH%O (Q),
V= H%O(Q), rp = II;,. Rezultatul se obtine tindnd cont ca V este dens in
V si, dupa cum am vazut mai sus,

lim ||u — pull10 =0
h—0

pentru orice u € V. &

In teorema urmitoare ddm doud exemple de familii de elemente finite
care verifica ipotezele teoremei 6.3.1.

Teorema 6.3.2 Fie (7)n~0 o familie requlata de triangulatii ale domeni-
ului 2, asociatd unui N—simplex de tip k sau unui N —paralelotop de tip k.
Daca N <3 si k > 1, atunci metoda elementului finit converge.

In plus, dacd u € HH(Q) si1 <1 <k, existd o constantd C > 0,
independenta de h, astfel incat

(6.20) lu = unllre < Ch'llulli10-
Teorema 6.3.1 estimeaza diferenta dintre u si wj, in norma || - ||1.q. In
cele ce urmeaza ne propunem sa evaluam eroarea si in norma || - ||o,o. Avem

insa nevoie de o ipoteza in plus.
Vom considera urmitoarea problemi: pentru fiecare g € L?(Q), fiev € V
unica solutie a problemei

(6.21) a(v, p) Z/gsod% Vo eV,
Q

unde a este forma biliniara din (6.1).
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Definitia 6.3.2 Problema (6.21) este regulata daca aplicatia care asociaza
fiecarui g solutia v a lui (6.21) este liniard si continud din L*(Q) in H?(2)
adica exista C' > 0 astfel incat

(6.22) loll22 < Cllgllo, Vg € L*(9).
In conditiile unei probleme regulate avem urmatoarea proprietate.

Teorema 6.3.3 In ipotezele teoremei 6.5.1 si presupunand cd problema
(6.21) este regulata, exista o constanta C > 0 independenta de h astfel
incat, dacd u € H**(Q), atunci

(6.23) lu = unllog < CHful s 0.

Demonstratie: Avem ca

u — up)gdx
(6.24) lu—unllog = sup J2l= U9
gerz@)  lgllog

Dat g € L?(Q) fie v € VN H?() solutia problemei (6.21). Cum u —uy, €
V avem ca

(6.25) a(v,u —up) = /Qg(u — up)dx.

Pe de alta parte, pentru orice functie ¢y, € V},, avem ca
[ 9tu = wn)do = a(u — wn,0 = 91) < Cllu = wnllallo = enllo
Q

Cum v € H*(Q) € C(Q) (deoarece N < 3), putem lua ), = v € V.
Tinand cont de estimarea (6.19) de eroare in interpolare si de (6.22) obtinem
ca

[lv = xollLe < Chllv]l2a < Chllgllo.o-

Prin urmare

(Lau—wmxSCWu—wm@mmﬂ

si, din (6.24),
(6.26) l|u — upllo,0 < Chllu —upl|1,0

Relatia (6.23) se obtine folosind (6.26) si estimatia de eroare (6.17) din
teorema 6.3.1. W
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Observatia 6.3.2 Problemele Dirichlet sau Neumann sunt exemple de pro-
bleme requlate. Acest lucru este o consecintd a proprietalii de reqularitate
eliptica a acestor probleme (vezi [4]). In cazul problemei noastre, care este
una mizta Dirichlet-Neumann, acest lucru nu mai este garantat. [J

6.4 Domenii nepoligonale

Vom analiza in cele ce urmeaza cazul domeniilor Q ¢ RY, N < 3, nepoli-
gonale. In acest caz nu este posibild gasirea unei triangulatii formate din
poligoane care sa se constituie intr-o partitie a intregului domeniu.

Ideea este aceea de a considera un gir de “aproximatii” ale domeniul 2
prin domenii poligonale, (€2},)p~0. Apoi, pentru fiecare €, se va considera
o triangulatie care va conduce la rezolvarea numerica a problemei pe acest
domeniu. Presupunand ca aproximarea lui €2 prin €2, este din ce in ce mai
buna iar triangulatiile folosite sunt din ce in ce mai fine cand h tinde la
zero, vom demonstra ca solutiile problemelor pe domeniile aproximative {2
converg la solutia problemei pe domeniul initial €.

Pentru a usura expunerea si intelegerea ideilor ne vom limita la analiza-
rea cazului unui domeniu marginit convex 2 C R? a carui frontiers 0Q =T’
este 2-regulata. In plus, vom considera ecuatia eliptica

—Au=f
(6.27) { u=0 pe 09.

Ecuatia (6.27) se va scrie in forma variationala
(6.28) / VuVpdr = / fodr, Yo eV =HLQ).
Q Q

Dupi cum stim deja, (6.28) are o solutie unicd u € Hg ().
Fie acum €, un domeniu poligonal din R? cu proprietatea ci

Qp C Q.

Vom nota prin I'y, frontiera lui €25, si vom considera ca varfurile lui I'y, se
gasesc pe I'.

Fie 73 o triangulatie a lui €2, avand toate proprietatile din teorema 6.3.1
si care in plus verifica:

1. 7}, este formata din triunghiuri K de diametru hx < h
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2. Intersectia fiecarui triunghi K cu 'y, este formata din cel mult o fata
alui K

3. Dacd K are o fatd K’ in comun cu I'j, atunci K’ este, de asemenea,
fata a lui I'y,.

Cum () este convex,
Qp =Uger, K C Q.

Definim spatiile

Vi, = {U EC(ﬁh) ‘VK € Ty, Clp 6@1, Voq, :0}

V, = {v €C(Q)

/U‘Qh € Vh7 /U‘Q\Qh = 0}

Conform teoremelor 6.1.1 i 2.5.2, Vi, € H}(Qp) si Vi, € HY(Q).
Fie up € Vj, unica solutie a problemei variationale pe €,

(6.29) VupVepdr = fondz, Yeop €V
Qh Qh

siup € Vi prelungirea prin zero a lui uy la €2,

. we={ "7 250,

Lema 6.4.1 Dacad uy, € Vj, este unica solutie a problemei (6.29) iar ay, € Vi
este data de (6.30) atunci au loc

(6.31) llu = anll gy < C1 inf |lu—@nllgi)y,  Vén € Va,
Pn€VR
(6.32)  lu—wnllgy(q, < C2 wifé@h v —enllgi,),  Yen € Vi

unde C1 gt Co sunt doud constante strict pozitive, independente de h.

Demonstatie: Sa observam ca Vj, este un subspatiu liniar de dimensiune
finita al lui H}(€2), avand aceeasi dimensiune ca gi Vj,. Prin urmare problema
variationala

(6.33) / ViR Vgnde = / fondr, Ve, eV
Q Q

are o solutie unici o, € Vj,. Cum @y, verificd (6.33), rezulta ca v, = up.
Aplicand teorema Cea 4.3.2, obtinem imediat (6.31).
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CAPITOLUL 6. METODA ELEMENTULUI FINIT

Pe de alta parte, din (6.28) si (6.33) deducem ca
(6.34) / V(i —u)Vpdr =0, Y@, € Vi,
Q
Considerand ¢, = wy, si tinand cont ca @, = 0 in Q \ Qp, obtinem ca
V(up — u)Vupdz = 0.
Qp
Rezulta ca, pentru orice ¢y, € Vy,

V(up —uw)V(up —u)dr = — V(up —u)Vudr =
Qn Qp

= V(up —u)V(pp —u)dz
Qp
unde am folosit faptul ca extensia prin zero a lui ¢y a  apartine lui H&(Q)
Prin urmare

= By, < 1= nllizg o e — el
si demonstratia se incheie. H

Fiind dat u € C(Q), vom denota prin IT,u functia continua pe Qj a cérei
restrictie la fiecare element K al triangulatiei 75, apartine lui Py si coincide
cu v in nodurile triangulatiei. Sa observam ca, dacda u se anuleaza pe I,
atunci II;u se anuleaza in varfurile lui I'y,. Din proprietatea de unisolventa
pe fiecare din fetele frontierei, obtinem ca Ilpu se anuleaza pe I'j si prin
urmare II,u € V;,. Sa mai observam ca, daca am fi considerat P, cu k > 2
in loc de IP1, acest lucru nu ar mai fi fost adevarat.

Lema 6.4.2 FEuxista o constanta pozitiva C, independentd de h, astfel incat,
pentru orice functie u € H*(Q) N HY(Y), are loc

. hi
. — < — .
(6.35) nf [lu = enllmy(on) < Ch max (pK> [lull2,0

Demonstatie: Fie u € H?(2) N H(Q). CumfIQ(Q) C C(Q) (deoarece
dimensiunea spatiului este N = 2), avem ca u € C(€2). Asa cum am remarcat
deja, IIpu € Vp,, si prin urmare

@iléf;/h v = enllmy @, < llv—Tpullgq,)-
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Folosind teorema de aproximare in interpolare 5.4.2 obtinem ca, pentru
fiecare K € Tp,

h2
o=k < € (25 ) e

si prin urmare

inf ||lu— <C inf |u-— <
oneV, | <PhHH3(Qh) > %evh’ enlia, <

h2 h
gcmm(K)mm@gcme<Kymmn
KeT, \ pK KeTy \ pK

Demonstratia lemei se incheie. MW

Lema 6.4.2 ofera o estimare a erorii in 2;. Pentru a obtine o estimare
in Q\ Q; avem nevoie in prealabil de urmatorul rezultat.

Lema 6.4.3 Daca ) este un domeniu 2-regulat, exista o constantd pozitiva
C, independentad de h, astfel incat, pentru orice punct P € ' N K,

(6.36) dist(P,T) < Ch3,
unde hg este diametrul elementului K din triangulatia Ty, a lui €2.

Demonstatie: Fie x € T, N K. Notdm prin K’ fata comuna lui K si T'j.
Segmentul K’ interpoleaza liniar arcul de frontiera care-1 subintinde. Pentru
a preciza aceasta afirmatie si pentru a demonstra (6.36) sa presupunem ca
partea din frontiera I' delimitatd de K’ are o parametrizare de forma

y=(x), v1 <z < x9.

Cum frontiera lui Q este 2-regulat#, functia ~ este de clasi C2.
Ecuatia segmentului K’ care uneste punctele (x1,v(x1)) si (z2,v(z2))
este data de

Ylre) =5z

r—x1), 11 <x < 2o,
T2 — X1

y=(21) -
Fie P € I', N K de coordonate (z,y) si @ € I' de coordonate (z,7v(x)).
Avem ca

dist(P,I') < dist(P, Q) < [y(z) —y| =
) 2wz) =),

r—1x1)| <
T2 — I

= |v(z) — (1
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CAPITOLUL 6. METODA ELEMENTULUI FINIT

< Clay — 22"y (€)] < Chi
si demonstratia lemei se incheie. B

Suntem acum in masura sa evaluam diferenta dintre @y si v in Q \ Q.

Lema 6.4.4 FEuxistd o constanta pozitiva C, independentd de h, astfel incat,
pentru orice functie u € H*(Q) N HY(Y), are loc

(6.37) lulio\vq, < Chllull20.

Demonstatie: Vom demonstra ca exista o constanta pozitiva C, inde-
pendentd de h, astfel incat, pentru orice functie v € H* (), are loc

(6.38) 1v]lo.ong,, < C (Al[vllor + A2 vl onay,) -

Folosind teorema de urma 2.4.1, va rezulta ca

[v]lo,on0, < ChlJv]]1,0

. . . ~ _ ou . _ ou
§i (6.37) se va obtine considerand v = 3% si v = 3y

Pentru demonstrarea lui (6.38) sa observam mai intai ca este suficient
sa analizdm cazul v € D(Q). Fie I'" un arc de frontiera al lui " subintins de
K’, o fata a unui element K din triangulatia 7;,. Sa presupunem ca I are

o parametrizare de forma
y=7(), 1 <z <200

Ecuatia segmentului K’ care unegte punctele (x1,v(x1)) si (x2,v(x2))
este data de

- v(w2) — 7($1)(

x—1x1), 1 <x <z,
T2 — 1

y=10(z) =72

Fie Ok regiunea delimitatd de K’ gi I”. Pentru fiecare (z,y) € Ok,

Y ov

8—y(m, s)ds

v(@,y) = v(z,y(z)) +
v(@)

ceea ce implica
2 2 Y ov\?

P(a,y) < 22 2(@) + 2y =10 [ ; (50) s

y(x
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6.4. Domenii nepoligonale

Rezulta ca

z2  ry(2)
/ vz, y)dedy = / / v (, y)dyde <
Ok T1 ()

<2 / " (@) — B @ (@) dat

1

w2ch [t o) | " (a) (e, y)dyda <

1 (z)

g0h§(<//v2+/@( <g;>2>'

Inegalitatea (6.37) rezulta prin considerarea fiecarui arc de frontiera I
si prin insumarea rezultatelor. ®

Rezultatul urmator demonstreaza convergenta metodei in cazul domeni-
ilor nepoligonale.

Teorema 6.4.1 Fie Q un deschis marginit din R?, convex si cu frontiera
2-requlatd. Fie u € H*(Q) N HY(Q) solutia problemei (6.28) si iy, € HL(Q)
data de (6.29)-(6.30). Daca (Tn)n>0 este o familie de triangulatii requlatd
atunci exista o constantd pozitiva C, independenta de h, astfel incat

(6.39) lw =l gy @) < Chllull20,
(6.40) lu — anllog < CR?||ull2.0.

Observatia 6.4.1 FEstimarea (6.40) are loc in cazul unei ecuatii eliptice
mai generate numai dacd ecuatia este requlatd (vezi 6.3.2). In cazul nostru
acest lucru este adevarat. [

Demonstatie: In conditiile unei familii de triangulatii regulate, din lema
6.4.2 obtinem ca

inf — < Ch .
@;ILIGIVhHu enllai(a,) < Chllull20

Acum, majorarea (6.39) rezulta din (6.32) si (6.37).

Pentru a demonstra (6.40), vom utiliza aceeagi metoda ca in teorema
6.3.3. Pentru fiecare g € L*(Q), fie A(g) € HL() solutia problemei (6.28)
cu f=g. Avem ci A(g) € H*(Q) N HY(Q) si

(6.41) 1A(9)ll2.0 < Cllg

|O,Q-
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Daca vy, este solutia problemei (6.29)-(6.30) cu f = g, din (6.39) rezulta
ca

(6.42) nf 1A (9) = @l ) < 1IA(9) = tnllmy @) < CRIIA(9)]2.0-

Folosind (6.42) si (6.41), obtinem ca
Jo 9(u — ) dz . Jo VA(9)V (u — ) dx

llu — tplloo = sup
ger2@)  llgllog geL?(Q) lgllo.0

1A (9) — @nllm;
< Cllu—tnllgrq) sup inf Ho (@)
0% per2(q) eneVn llgllo.2

< Chllu —in|lgy () < CB°|lull20

si demonstratia se incheie. W

6.5 Exercitii

1. Fie Q un deschis poliedric marginit din R?, a o forma biliniara, con-
tinua, simetrica si coerciva in H'(€2) iar L o forma liniara si continus,

in HE(Q).

(a) Daca ug € HY(Q), aritati ci existd un unic u € ug + H} () cu
proprietatea ca

a(u, ) = L(p), Ve € Hy(Q).

(b) Daca X; C H'(2) NC(Q) este un spatiu de elemente finite de
clasd zero, notam Xpo = Xj, N H}(Q). Aritati ci, pentru orice
upo € Xpo exista un unic up € upg + Xop cu proprietatea ca

a(un, pn) = Lpn),  Ven € Xon.
(c) Demonstrati ca are loc estimatia

U—U a<C inf U — Q.
I nll1, S0h€uh0+X0hH enll1,

(d) Cum trebuie ales upg astfel incat ||u — up||l1,0 = O(h)?

2. Daca K este un triunghi iar 6 cel mai mic unghi al sau atunci

1cot<‘9><hK< .2




6.5. Exercitii

3. Descrieti conditiile de clasa zero si de compatibilitate in cazul in care
2 este un interval din R.

4. Fie Q un deschis poliedric marginit din R? si X, spatiile de elemente
finite corespunzatoare unei familii de triangulatii regulata. Daca exista
¢ > 0 independenta de h astfel incat px > ch pentru orice element K
din triangulatii, atunci exista C' > 0 independenta de h astfel incat

C
lonl1a < gH@hHon-
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Capitolul 7

Ecuatii in dimensiune unu

In acest capitol vom arata cum poate fi utilizata metoda elementului finit
pentru aproximarea solutiilor ecuatiilor eliptice in cazul unidimensional.
Vom prezenta in detaliu fiecare pas al metodei si vom discuta rezultatele
numerice, considerand diferite exemple de ecuatii (cu coeficienti constanti
sau variabili, cu conditii Dirichlet sau Neumann, de ordin doi sau patru etc.)
si folosind mai multe tipuri de elemente finite.

Problemele prezentate in acest capitol pot fi rezolvate prin alte metode
(Fourier, diferente finite) gi chiar exact. Prin simplitatea lor, ele se constituie
insa si in foarte bune exemple pentru intelegerea principiilor de baza ale
metodei elementului finit. De aceea, cititorul trebuie sa le acorde importanta
cuvenita, sa sesizeze particularul gi generalul din fiecare exemplu si s& poata
adapta cunostintele dobandite la cazul unor noi probleme.

Vom ilustra fiecare tip de problema considerat cu exemple concrete, care
admit solutii explicite, comentand rezultatele numerice obtinute si evidenti-
ind sursa si marimea erorilor.

7.1 Ecuatie cu coeficienti constanti si conditii Di-
richlet omogene

Fiind date Q = (0,1) C R si f € L?(Q), se considera ecuatia eliptica de
ordin doi cu conditii Dirichlet omogene

—Ugy = f, LR
(7.1) { w(0) = u(1) = 0.
Datorita conditiilor la limita din (7.1), solutia va apartine spatiului
V = H}(Q).
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Formularea variationald corespunzatoare problemei (7.1) este
(7.2) a(u, o) = L(p), Vo €V

unde
1 1
atup) = [ ws@enla)ds, L) = [ @@

Este ugor de aratat ca a : V x V — R este biliniara, continua, simetrica
si coerciva iar L : V' — R este liniara si continua. Rezultd din teorema
Lax-Milgram ca existd o unica solutie u € V a ecuatiei variationale (7.2).
Ne propunem sa aproximam aceasta solutie cu ajutorul metodei elementului
finit. Vom considera pentru aceasta trei tipuri diferite de elemente finite iar
la final vom realiza o comparare a lor.

7.1.1 Elemente finite liniare

Acesta este cel mai elementar exemplu de folosire a metodei elementului
finit. Desi foarte simplu, fiind primul exemplu, vom prezenta in detaliu
pasii necesari obtinerii aproximarii numerice. “Reteta” va fi apoi aplicata
in mod asemanator la cazuri mai complicate.

1. Alegerea elementelor finite. Fie N € N*gi h = ﬁ Consideram

o diviziune echidistanta a intervalului {2,
O=20<21 < ... <Ny <2ZN41 =1,

unde z; = jh, 0 <j < N + 1.

Notand K; = [z}, x;41] vom observa imediat ca 7, = {K}o<j<n este o
triangulatie a lui 2.

Asociem triangulatiei familia de elemente finite { K}, ¥;, Pj}o<j<n defi-
nita astfel:

j=Azj,zjn}, Pi={v:K;->R:v(@)=ar+p, o,f R}

Este ugor de ardtat ca familia de elemente finite introdusa mai sus
indeplinesgte conditiile de clasa zero si de compatibilitate C'1 — C4 si este
o familie regulatd. Lasam cititorilor verificarea conditiilor, care in acest caz,
este triviala.

2. Definirea spatiului de aproximatii si alegerea unei baze.
Folosind elementele finite de mai sus, definim spatiul de aproximatii

Vi ={p €C[0,1] : P, €L, 07 <N, ©(0) = (1) = 0}.
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Figura 7.1: Exemplu de functie din V},.

Spatiul V}, este format din functii continue gi liniare pe portiuni. De aici
si denumirea elementelor finite. Observati ca orice functie din spatiul V}, este
unic determinata daca se dau valorile ei in nodurile triangulatiei. Deoarece
Pj C H'(zj,2j41) si {Kj}o<j<n este o partitie a lui ©, din Teorema 6.1.1
rezulti ca Vi, C H3(Q). In figura 7.1 am schitat graficul unei functii din Vj,.

Pentru fiecare 1 < j < N, definim functia ¢; : [0,1] — R astfel ca

©j € Vi, ng(xi) =40, Vi€ {0,1,..., N +1}.

Functia ¢; este definita in mod unic iar expresia ei analitica este

2= dacd x € (w1, ;)
pj(r) =q 2= dacd z € [z, 741)
0 in celelalte cazuri .

In figura 7.2 am reprezentat grafic una dintre functiile @;. Observati
suportul foarte localizat al acesteia si liniaritatea ei pe fiecare element K; al
triangulatiei.

Din definitia functiilor ¢; si din teorema 6.2.2, {¢1,...,on} este o baza
in Vj,. O consecinta a acestui fapt este ca dim(V},) = N.

3. Determinarea solutiei aproximative. Solutia aproximativa u, €
V}, se scrie sub forma

N
up = Z a;jpy,
j=1
fiind complet determinata daca se cunosc coeficientii a; € R, 1 < 57 < N.
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Figura 7.2: Functia ¢;.

Ea trebuie sa verifice
(73) (I(’U,h, 90) = L(@)v V‘P € Vh-

Cum {¢;}1<j<n este o baza in Vj, obtinem ca (7.3) se verifica daca si
numai daca

(7.4) a(un, ;) = L(pj), Vj € {1,2,...,N}.

Prin urmare, o = (a;)1<j<n € RY va fi solutia sistemului
(7.5) Ra=F,

unde R € My(R) este matricea patratica de elemente R;; = a(yj, ;) iar
F € RY este vectorul de elemente Fj = L(¢p;).
Dupa un calcul elementar, obtinem ca

% daca i =7
Rij = a(pj, pi) = —% daca |[i —j| =1
0 1in celelalte cazuri
$i prin urmare
2 -1 0 0 ... 0 O
-1 2 -1 0 ... 0 O
1 — -1 ...
p_l 0 1 2 1 0 O
0O 0 0 0 ... 2 -1
0O 0 0 0 ... -1 2
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S& remarcam ca matricea R a sistemului (7.5), desi poate avea dimensi-
unea N foarte mare, nu are mai mult de trei elemente nenule pe o linie. De
fapt ea este o matrice tridiagonala.

Termenul liber F' poate fi determinat prin calcul direct al lui L(yp;),
atunci cand acest lucru este posibil si nu presupune o munca prea mare. In
general Insa se obisnuieste sa se foloseasca o formula de intergrare numerica
precum

e Metoda trapezelor:

L(pj) =

1 Tj Tj41
=Af@MNWm=AFf@MNWh+L F (@) () ~

J

| S

~ =[f(xj—1)ej(xj—1) + f(z5)e;(x)]+

NS

+5 1 (@) (@) + fxjt1)p)(@j41)] =
= hf(z;).
e Metoda Simpson:
L(pj) =

:AVM%mmzéiﬂ@%@M+[%Vm%MMm

J

| =

~
~

[f(xj—1)pj(xj—1) +4f(xj — h/2)pj(x; — h/2) + f(zj)e;(z;)]+

+=[f(zj)e(@;) + 4f (xj + h/2)pj(x; + 1/2) + f(xj01)pi(zj41)] =

— g[f(g;j —h/2) + f(x;) + f(x; + h/2)].

Putem lua, prin urmare,

> > o

L(p;) (exact)

sau (aproximatie cu metoda trapezelor)

Fy = hf(z;)

sau (aproximatie cu metoda Simpson)

Bf @ —h/2) + f(2g) + fla; +h/2)].
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Figura 7.3: Solutia exacta si aproximatiile ei cu h = 1/10 in Exemplul 7.1.

solutiei lui.

Alte metode de calcul al termenului liber vor fi date in capitolul 9.
Cu aceasta sistemul (7.5) este complet si se poate trece la determinarea

4. Rezultate si comentarii numerice.

e Exemplul 7.1: Rezultate in nodurile triangulatiei. Consideram
f(z) = 167% sin(47x),
ceea ce ne permite si gisim solutia exactd a ecuatiei (7.1),
u(x) = sin(4nx).

Pentru a pune in evidenta fenomenul de superconvergenta si pentru a vedea
influenta aproximaérilor termenului liber asupra preciziei rezultatului final,
vom rezolva pe rand sistemul (7.5) cu:

1. F; = 167%hsin(4rz;) (metoda trapezelor).

Sin:pson).

2. F; = @[sin(élﬂ'(xj —h/2))+sin(4drz;) +sin(dn(z;+h/2))] (metoda

3. F; = fol fojde = +[—sin(4mzj_1) + 2sin(4nz;) — sin(4mz;41)] (calcul
exact).
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UNU

Nodul | Aprox. (a) | Aprox. (b) | Aprox. (c) | Solutia exacta
1 1.08674760 | 0.94838072 | 0.95105652 0.95105652
o 0.67164696 | 0.58613152 | 0.58778525 0.58778525
T3 -0.67164696 | -0.58613152 | -0.58778525 | -0.58778525
T4 -1.08674760 | -0.94838072 | -0.95105652 | -0.95105652
x5 -0.00000000 | -0.00000000 | -0.00000000 | -0.00000000
Tg 1.08674760 | 0.94838072 | 0.95105652 0.95105652
7 0.67164696 | 0.58613152 | 0.58778525 0.58778525
xs -0.67164696 | -0.58613152 | -0.58778525 | -0.58778525
Zg -1.08674760 | 0.94838072 | -0.95105652 | -0.95105652

Tabelul 7.1: Valorile aproximatiilor cu h = 1/10 si elemente finite liniare in cele

trei cazuri de
Exemplul 7.1.

alegere a termenului liber, comparate cu valorile solutiei exacte in

Aproximatia | Aprox. (a)

0.13569109

Aprox. (b)
0.00267579

Aprox. (c)
0.00000000

Eroarea

Tabelul 7.2: Erorea maxima la fiecare alegere a termenului liber in Exemplul 7.1.

In figura 7.3 prezentam graficul solutiei exacte prin linie punctata si aproxi-
marile numerice: cerculetele obtinute folosind metoda trapezelor (metoda
(a)) si stelutele obtinute folosind metoda Simpson (metoda (b)) pentru cal-
culul termenului liber. S-a folosit & = 1/10.

Rezultatele numerice detaliate se gasesc in cele doua tabele 7.1 si 7.2. In
tabelul 7.1 sunt date valorile aproximative in nodurile triangulatiei, folosind
cele trei metode de alegere a termenului liber (metoda trapezelor (a), metoda
Simpson (b), metoda exacta (c)). De asemenea, pentru comparatie, in ultima
coloana sunt specificate valorile solutiei exacte. In tabelul 7.2 sunt date
diferentele maxime Intre aproximaéri i valorile exacte in nodurile triangulatiei
cu fiecare dintre cele trei metode.

Pe de o parte, in tabelul 7.2 se observa ca eroarea este mai mare in coloana
2 decat in coloana 3. Prin urmare, cand folosim metoda Simpson obtinem
rezultate mai bune decat cand folosim metoda trapezelor. Acest lucru ne
arata ca eroarea aproximatiei depinde de metoda de integrare pe care o uti-
lizam. Este posibil ca metoda de aproximare sa dea rezulatate de o precizie
buna pe care folosirea unei metode de integrare nepotrivite sa o “strice”.
Astfel, vom avea o grija deosebita pentru alegerea unei metode de integrare
a termenului liber care sa aiba cel putin ordinul de precizie al metodei ele-
mentului finit alese. Dar care este cea mai buna metoda de integrare in acest
caz?

Pentru a raspunde la aceasta intrebare, sa observam ca cele mai bune rezul-
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oGk rd
0.4 e

0.2

Figura 7.4: Solutia exacta si aproximatia ei cu h = 1/10 in Exemplul 7.2.

tate (precizie maxima cel putin in limitele de afigare alese) s-au obtinut in
ultima coloana, cand termenul liber a fost calculat exact. Prin urmare se
pare ca nici o formula de integrare numerica nu este de precizia metodei.
Acest fenomen, cu totul singular, este specific ecuatiei liniare intr-o dimensi-
une cu coeficienti constanti si poarta numele de superconvergenta. El a fost
studiat in paragraful 4.5.3, unde se vede ca, daca nu sunt folosite aproximari
ale integralelor termenilor liberi, metoda elementului finit ofera valorile e-
xacte ale solutiei in noduri, indiferent de valoarea lui N.

e Exemplul 7.2: Rezultate in alte puncte decat nodurile triangulatiei.
Consideram acum f(x) = 5e* gi observam ca solutia exacta este datd de

— 10 1)"e
; m(r( e 2)) sin(nmx).

Din nou vom rezolva pe rand sistemul (7.5) cu trei posibilitati de alegere a
termenului liber:

1. F; = he™ (metoda trapezelor).

2. F; = %[e””-f*h/2 + €% 4 ¢%ith/2] (metoda Simpson).

3. F; = fo z)dx = 3 [e®+1 — 2e% + e%i—] (calcul exact).

In figura 7.4 reprezentam prin linie punctata graficul solutiei exacte si prin
cerculete aproximarile numerice obtinute folosind A = 1/10 gi metoda trape-
zelor (metoda (a)) pentru calculul termenului liber.

Rezultatele numerice detaliate se gasesc in tabelele 7.3 si 7.4.

In tabelul 7.3 sunt date valorile aproximative in nodurile triangulatiei, folo-
sind cele trei metode de alegere a termenului liber (metoda trapezelor (a),
metoda Simpson (b), metoda exactd (c)). De asemenea, pentru comparatie,
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Nodul | Aprox. (a) | Aprox. (b) | Aprox. (c) | Solutia exacta
1 0.33300872 | 0.33328629 | 0.33328632 0.33328632
T2 0.61075890 | 0.61126797 | 0.61126804 0.61126804
3 0.82743894 | 0.82812862 | 0.82812870 0.82812870
T4 0.97662604 | 0.97744007 | 0.97744017 0.97744017
5 1.05122191 | 1.05209811 | 1.05209822 1.05209822
Te 1.04338171 | 1.04425137 | 1.04425148 1.04425148
x7 | 0.94443557 | 0.94522276 | 0.74542267 | 0.74542267
xg | 0.43389098 | 0.74542259 | 0.74542267 | 0.74542267
xg | 0.43389098 | 0.43425263 | 0.43425267 | 0.43425267

Tabelul 7.3: Valorile aproximarilor cu h = 1/10 si elemente finite liniare in cele
trei cazuri de alegere a termenului liber, comparate cu valorile solutiei exacte in
Exemplul 7.2.

Aproximatia (a) (b) (c)
FEroarea 0.00087631 | 0.00000011 | 0.00000000

Tabelul 7.4: Erorea maxima in fiecare caz de alegere a termenului liber in Exemplul
7.2.

in ultima coloana sunt specificate valorile solutiei exacte. Valorile solutiei
exacte s-au obtinut in acest caz prin insumarea primilor 10000 de termeni
din seria Fourier a lui u. Avem ca

10000 o
10(1 — (=1)"e) 40 s
— [ S S A < <107°.
u(x) 321 (L 2n) sin(nrz)| < nzgoom 55 =

Tabelul 7.3 arata similar tabelului 7.1: eroarea este mai mica in coloana 2
decat in coloana 3 si practic zero in coloana 3. Explicatia acestui fapt este
cea data in exemplul precedent si are la baza fenomenul de superconvergenta.

In tabelul 7.4 sunt date erorile maxime in aproximarea solutiei folosind cele
trei metode de calcul al termenului liber. S& observam ca erorile descresc de
la stanga la dreapta in cele trei coloane ale tabelului 7.4 si practic sunt egale
cu erorile de calcul ale termenilor liberi. In concluzie, in punctele triangulatiei
metoda da rezultate exacte care pot fi deteriorate prin folosirea unor formule
de aproximare a termenului liber. Erorile In acest ultim caz vor fi datorate
exclusiv aproximarii termenului liber.

Vom analiza in continuare si cazul altor puncte, diferite de nodurile triangu-
lagiei. Mai precis, vom alege punctele x;,1,2 = jh + %, 1 <j < N.
Aproximatiile solutiei se calculeaza astfel

1
w(zj12) R un(rip1/2) = (05 + ajr1@ji1)(Tip1/2) = 5 (g + @ji1)-
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Nodul | Aprox. (a) | Aprox. (b) | Aprox. (c) | Solutia exacta
x1+ h/2 | 0.47188381 | 0.47227713 | 0.47227718 0.47954016
xo+ h/2 | 0.71909892 | 0.71969830 | 0.71969837 0.72772520
x3+ h/2 | 0.90203249 | 0.90278434 | 0.90278444 0.91165546
x4+ h/2 | 1.01392397 | 1.01476909 | 1.01476919 1.02457319
x5+ h/2 | 1.04730181 | 1.04817474 | 1.04817485 1.05900994
xe + h/2 | 0.99390864 | 0.99473707 | 0.99473717 1.00671180
x7 + h/2 | 0.84461868 | 0.84532268 | 0.84532277 | 0.85855677
xg + h/2 | 0.58934639 | 0.58983761 | 0.58983767 | 0.60446351
9+ h/2 | 0.21694549 | 0.21712631 | 0.21712634 | 0.23329039

Tabelul 7.5: Valorile aproximatiilor cu h = 1/10 si elemente finite liniare in cele
trei cazuri de alegere a termenului liber, comparate cu valorile solutiei exacte in
puncte situate la jumatatea distantei dintre nodurile triangulatiei in Exemplul 7.2.

Aproximatia (a) (b) (c)
Eroarea 0.01634490 | 0.01616408 | 0.01616405

Tabelul 7.6: Erorea maxima in fiecare caz de alegere a termenului liber in puncte
situate la jumatatea distantei dintre nodurile triangulatiei in Exemplul 7.2.

In tabelul 7.5 sunt date valorile aproximative in puncte situate la jumatatea
distantei dintre nodurile triangulatiei. Ca si mai Inainte se folosesc trei
metode de alegere a termenului liber (metoda trapezelor (a), metoda Simp-
son (b), metoda exactd (c)). De asemenea, pentru comparatie, in ultima
coloana sunt specificate valorile solutiei exacte. In tabelul 7.6 sunt date
erorile maxime in fiecare dintre cele trei aproximéri in punctele situate la
jumatatea distantei dintre nodurile triangulatiei.

Sa observam ca situatia este diferita de cazul in care s-au considerat doar
nodurile triangulatiei. Vedem ca, atunci cand se considera puncte diferite de
nodurile triangulatiei (tabelele 7.5 si 7.6), erorile de aproximare sunt practic
egale. Rezultatele nu se imbunatatesc prin folosirea unor metode mai precise
de calcul al termenului liber (Simpson sau calcul exact). Acest lucru ne arata
ca eroarea aproximatiei cu metoda elementului finit este cel putin egala cu
eroarea metodei de integrare a trapezelor.

5. Concluzii. Prin folosirea elementelor finite liniare s-au obtinut:

e Rezultate exacte in nodurile triangulatiei daca termenul liber si ma-
tricea sistemului au fost calculate exact si erori de ordinul metodelor de
aproximare folosite pentru determinarea termenului liber si a matricii
sistemului In caz contrar. Rezultatele exacte obtinute sunt consecinta
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fenomenului de superconvergenta.

e Rezultate cu o precizie de ordin h? atunci cand s-au considerat alte
puncte, diferite de nodurile triangulatiei. In acest caz, formula trape-
zelor este suficientd pentru determinarea termenului liber, ea avand o
eroare de acest ordin.

7.1.2 Elemente finite patratice

Vom considera din nou ecuatia (7.1) si vom schimba elementele finite. Vom
parcurge aceiasi pasi ca mai inainte, subliniind diferentele.

1. Alegerea elementelor finite. Date N € Ngi h = ﬁ, consideram
o noua diviziune echidistantd a intervalului ©, 0 = zp < 7y < 21 <
r3/9 < ... < TN < Tnpi2 < TNl = 1, unde z; = jh, 0 < j < N + 1 i
Tjy1/2 = Xj +h/2, 0<j<N.

Notand K; = [z;,zj4+1], vom observa imediat ca 7j, = {K}o<j<n este o
triangulatie a lui €.

Asociem triangulatiei familia de elemente finite {K;, ¥;, Pj}o<j<n defi-
nita astfel:

Y =A{zj,xj11/2,Tj41},
Pi={v:K; =R : v(z) =az?+ pr+7, o, 8,7 €R}.

Este ugor de aratat ca familia de elemente finite introdusa mai sus
indeplineste conditiile de clasa zero si de compatibilitate gi este o familie
regulata. Intr-adevir,

Conditii de clasa zero: Pentru elementul finit {K;,3;, P;}, avem ca

¢ Fiind polinoame, functiile din P; sunt continue.

e Restrictiile functiilor din P; la una dintre extemitétile intervalului Kj;
descriu multimea numerelor reale (sau, echivalent, a functiilor con-
stante definite intr-un punct). Evident, acestea sunt unic determinate
de valoarea lor intr-un punct.

Conditii de compatibilitate: Fiind date doua elemente finite adia-
cente si T” punctul comun, avem ca:

e T’ se gaseste iIn ambele multimi X.

e Elementele din ambele multimi P restrictionate la T" formeaza multi-
mea functiilor constante definite intr-un punct.
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Figura 7.5: Exemplu de functie din V},.

2. Definirea spatiului de aproximatii si alegerea unei baze.
Date elementelor finite de mai sus, introducem spatiul de aproximatii

Vi ={p €Cl0,1] : ¢, € P}, 0<j <N, 9(0) = (1) =0}.

Vom nota

Spatiul V}, este format din functii continue si patratice pe portiuni care
sunt unic determinate de valorile lor in punctele din >p. Din Teorema 6.1.1
rezultd ca Vi, C HE(2). In figura 7.5 am schitat graficul unei functii din V.

Pentru fiecare 1 < j < N, definim functia ¢; : [0,1] — R din V}, cu
proprietatea ca

@j(w;) = 6ij, 0<I<N+1, @j(w41/) =0, 0<i <N

iar pentru fiecare 0 < j < N, definim functia ¢;,1/ : [0,1] — R din V3 cu
proprietatea ca

iv12(mi) =0, 0<i < N+1, @ip1/2(Tig1/2) = 0ij, 0<i < N.
Expresia analitica a functiilor ¢; si ¢;,1/7 este data de

Z(@—2—jh)(x—h—jh) dacix € [x), xj41]
2

pj(z) =< 2z + 2 —jh)(x+h—jh) daciz € [vj_1,7;)
0 in celelalte cazuri ,

4 . . v
‘ _ | =@ —jh)(x —h—jh) dacd x € [r;,7)41]
Pi+1/2() = { 0 in celelalte cazuri .
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Figura 7.6: Functiile ¢; si ©;41/2-

Teorema 6.2.2 asigura ca {®1/2, P1, -, N, PN+1/2} este o baza in V. O
consecinta a acestui fapt este ca dim(V}) = 2N + 1.

3. Determinarea solutiei aproximative. Scriem solutia aproxima-
tiva up, € V3, sub forma

N N
up = § o5+ E j11/2P5+1/2-
Jj=1 Jj=0
Pentru determinarea necunoscutelor (o) 1<j<n, (@j41/2)o<j<n ca solutii
ale unui sistem liniar, este necesara renumerotarea lor.
Astfel, nodurile (7;)o<j<n+1 vor deveni (zar)o<k<N1 18T (Tj41/2)o<j<N
vor fi notate (z2x41)o<k<n. Necunoscutele a si functiile din baza ¢ vor fi,
de asemenea, numerotate de la 1 la 2N + 1. Vom avea ca

2N+1

=Y opr
k=1

a = (ag)1<k<an+1 flind solutia sistemului
(7.6) Ra=F

unde R € My este matricea patratica de elemente Ry = a(gy, ) iar
F € R?2N+1 este vectorul de elemente Fy, = L(pg).
Dupa un calcul elementar obtinem ca
6 daci k =1, k impar
% daca k =1, k par
Ru=1{ —3 dacalk—1=1

sp daca |k — 1| =2,k par
in celelalte cazuri

o=
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si prin urmare

6 -8 0 0 0 0 O ... 0 O

-8 14 -8 1 0 0 O ... 0 0

0 -8 16 -8 0 0 O ... 0 0

R— 1 0 1 -8 14 -8 1 0 ... 0 O
3h 0 0 0 -8 16 -8 0 ... 0 0

o 0 o0 o0 o0 0 0 ... 14 -8

o 0 o0 O0o o0 0 0 ... -8 16

Sa remarcam ca matricea R, desi poate avea dimensiunea N foarte mare,
nu are mai mult de cinci elemente nenule pe o linie. De fapt ea este o matrice
pentadiagonala.

Termenul liber F' poate fi determinat prin calcul direct al lui L(pg),
atunci cand acest lucru este posibil si nu presupune o munca prea mare. In
general insa se obignuieste sa se foloseasca o formula de integrare numerica

precum

e Metoda trapezelor: Vom deosebi doua cazuri, k = 25 sau k = 25 + 1.

i) k este par, k = 2j:

1
L((Pk) _/(; f(w)gok(x)da: =

= /g:: f(@)pr(z)dz + /:Hl F(2)pp(z)dz =

k

= [ s@etees [ s

J

~ M ayaj2)ei(esoay) + Fap)esan) + U)ot

4
h
+f(Tj11/2)05(jp1/2)] = §f($j)-
ii) k este impar, k =25 — 1:
1 rr+1
Lo = [ f@paade= [ f@yen -

_ / T F@)yr (@) + / " F@)pypla)de ~

j—1 Tj—1/2
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h
~ §[f($j71)90j—1/2($j71) + f(xj_172)pi—1/2(Tj1/2)]+

ﬁf(%‘ﬂﬂ)'

h
Z[f($j71/2)90j71/2(33k71/2) + f(xzj)pj—1/2(75)] = 5

e Metoda Simpson: Vom deosebi doua cazuri, k = 2j sau k = 2j + 1.

i) k este par, k = 2j:

1
L(pk) —/0 f(z)op(z)dx =

- / F (@) pr(x)da + / " p@)or(ayds =

k

- [ s@eas [T s

J

S S )ei(E) + A (e + Fe)es(a)t
Rl )i () + A0 (@103 g1172) + + g1 )] =

h
= gf(%)
ii) k este impar, k = 25 — 1:

1
L(k) 2/0 f(@)pr(x)dr =

Tip+1 j
— [ @@ = [ f@)eplende

|

*[f(xj—l)%—uz(xj—l)+4f(90j—1/2)%—1/2(in—1/2)+f($j)30j—1/2($j)] =

2h

= ?f(xj—l/Z)'
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Prin urmare, putem lua

(exact)

L(pk)

sau (aproximatie cu metoda trapezelor)
F, = Bf(x)
sau (aproximatie cu metoda Simpson)

b f(x) daca k par

%f(itk) daca k impar .

Cu aceasta sistemul (7.6) este complet si se poate trece la determinarea
solutiei lui.

4. Rezultate si comentarii numerice.

e Exemplul 7.1 (continuare): Rezultate in nodurile triangulatiei. Con-
siderdm din nou f(x) = 1672 sin(4rx) si aproximim solutia ecuatiei (7.1)
folosind elementele finite patratice si rezolvand sistemul (7.6).

Vom considera toate cele trei posibilitati de alegere a termenului liber descrise
mai sus.
1. Fy = 8n?hsin(4ray)
(metoda trapezelor).

1672h o
2 By — 5 sin(4nzxy), k par
32%” sin(4nzxy), k impar

(metoda Simpson).

1 (6sin(4rwy) + sin(4mayi2)) + sin(4rzy_2))) +
+ 5 (cos(4mmpy2) — cos(4mzy_2)), k par

— 3 (sin(47@py2)) + sin(dmay))) +

+73= (cos(dmwy) — cos(47zy42)), k impar

3. Fj =

(calcul exact).

In tabelele 7.7 si 7.8 se observil ¢ eroarea este mai mare in coloana 2 decét
in coloana 3. Prin urmare, cand folosim metoda Simpson obtinem rezul-
tate mai bune decat cand folosim metoda trapezelor. Cele mai bune rezul-
tate s-au obtinut in ultima coloana, cand termenul liber a fost calculat ex-
act. Oricum, observati ca eroarea maxima este in acest caz de ordinul celei
obtinute cu metoda Simpson. Daca se considera doar nodurile x;, eroarea
este practic zero. Aceste rezultat este din nou consecinta fenomenului de
superconvergenta.
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Nodul | Aprox. (a) | Aprox. (b) | Aprox. (c) | Solutia exacta
x179 | 0.57850434 | 0.59021452 | 0.58703608 0.58778525
x1 0.98297244 | 0.94838072 | 0.95105652 0.95105652
x379 | 0.93603968 | 0.95498715 | 0.94984433 0.95105652
o 0.60751038 | 0.58613152 | 0.58778525 0.58778525
Z5/9 | 0.00000000 | 0.00000000 | -0.00000000 0.00000000
T3 -0.60751038 | -0.58613152 | -0.58778525 | -0.58778525
T7/o | -0.93603968 | -0.95498715 | -0.94984433 | -0.95105652
T4 -0.98297244 | -0.94838072 | -0.95105652 | -0.95105652
Tg/o | -0.57850434 | -0.59021452 | -0.58703608 | -0.58778525
x5 (0.00000000 | 0.00000000 | -0.00000000 0.00000000
1179 | 0.57850434 | 0.59021452 | 0.58703608 0.58778525
Tg 0.98297244 | 0.94838072 | 0.95105652 0.95105652
1379 | 0.93603968 | 0.95498715 | 0.94984433 0.95105652
7 0.60751038 | 0.58613152 | 0.58778525 0.58778525
Z15/9 | 0.00000000 | 0.00000000 | -0.00000000 0.00000000
xs -0.60751038 | -0.58613152 | -0.58778525 | -0.58778525
Ty7/2 | -0.93603968 | -0.95498715 | -0.94984433 | -0.95105652
T9 -0.98297244 | -0.94838072 | -0.95105652 | -0.95105652
Z19/9 | -0.57850434 | -0.59021452 | -0.58703608 | -0.58778525
Tabelul 7.7: Valorile aproximatiilor cu A = 1/10 si elemente finite patratice in

cele trei cazuri de alegere a termenului liber, comparate cu valorile solutiei exacte
in Exemplul 7.1.

(a)
0.03191503

(b)
0.00393064

(¢)
0.00121219

Aproximatia

Eroarea

Tabelul 7.8: Erorea maxima la fiecare alegere a termenului liber in Exemplul 7.1.
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oaf . m

/
0.2 . A
\

Figura 7.7: Solutia exacta si aproximatiile ei in Exemplul 7.2.

e Exemplul 7.2 (continuare): Rezultate in noduri diferite de cele
ale triangulatiei. Consideram acum f(z) = 5e” gi vom aproxima solutia
problemei (7.1) folosind elemente finite patratice. Pentru aceasta vom rezolva
pe rand sistemul (7.5) cu trei posibilitati de alegere a termenului liber:

1. F, = %e“

(metoda trapezelor).

5h g
2teTk  k par
9. I}, = { 3 P

10h o) 1. :
—re’  k impar

(metoda Simpson).

Lo [ SR e e L B (e — ) pan
Tl % (e™h+2 4 eTk) — };é—ow (e"k+2 — e | k impar

(calcul exact).

In figura 7.7 prezentam graficul solutiei exacte (linia punctatd) precum si
aproximarile numerice (punctele ingrogate) obtinute folosind metoda trape-
zelor (metoda (a)) pentru calculul termenului liber.

Rezultatele numerice detaliate se gasesc in tabelele 7.9 si 7.10, fiind similare
celor din tabelele 7.7 si respectiv 7.8.

In tabelul 7.9 sunt date valorile aproximative ale solutiei in nodurile triangula-
tiei, folosind cele trei metode de alegere a termenului liber (metoda trapezelor
(a), metoda Simpson (b), metoda exacta (c)). De asemenea, pentru compara-
tie, in ultima coloana sunt specificate valorile solutiei exacte. In tabelul 7.10
sunt date erorile maxime cu cele trei metode de determinare a termenului
liber. Dupa cum am mai spus, rezultatele sunt calitativ aseméanatoare celor
din tabelele 7.7 si 7.8, observandu-se superioritatea formulei lui Simpson fata
de formula trapezelor si fenomenul de superconvergenta doar in nodurile ;.
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Nodul | Aprox. (a) | Aprox. (b) | Aprox. (c) | Solutia exacta
T179 | 0.17153628 | 0.17321359 | 0.17321525 0.17321498
x1 0.33321690 | 0.33328629 | 0.33328632 | 0.33328632
x3/0 | 0.47762490 | 0.47953860 | 0.47954046 | 0.47954016
2 0.61114071 | 0.61126797 | 0.61126804 0.61126804
x50 | 0.72556732 | 0.72772346 | 0.72772554 | 0.72772520
3 0.82795620 | 0.82812862 | 0.82812870 0.82812870
T7/o | 0.90924826 | 0.91165351 | 0.91165583 0.91165546
T4 0.97723656 | 0.97744007 | 0.97744017 0.97744017
ZTgso | 1.02190927 | 1.02457104 | 1.02457360 1.02457319
Ts5 1.05187906 | 1.05209811 | 1.05209822 1.05209822
1172 | 1.05608113 | 1.05900757 | 1.05901039 1.05900994
T6 1.04403396 | 1.04425137 | 1.04425148 1.04425148
Z13/2 | 1.00350906 | 1.00670920 | 1.00671230 1.00671180
x7 | 0.94502597 | 0.94522276 | 0.94522286 | 0.94522286
ZT15/2 | 0.85507012 | 0.85855393 | 0.85855733 0.85855677
xg | 0.74526739 | 0.74542259 | 0.74542267 | 0.74542267
Ty7/2 | 0.60068190 | 0.60446040 | 0.60446412 | 0.60446351
g 0.43416221 | 0.43425263 | 0.43425267 0.43425267
Z19/o | 0.22920162 | 0.23328700 | 0.23329106 | 0.23329039

Tabelul 7.9: Valorile aproximatiilor cu A = 1/10 si elemente finite patratice in
cele trei cazuri de alegere a termenului liber, comparate cu valorile solutiei exacte
in nodurile triangulatiei in Exemplul 7.2.

Vom analiza in continuare si cazul unor puncte diferite de nodurile triangula-
tiei. Astfel, vom alege punctele z; /4 = jh—i—%7 1 < j < N—1. Aproximatiile
solutiei In aceste puncte se calculeaza astfel

w(zjr1/4) R up(Tjq1/4) =

= (2;P2; (l‘j+1/4) + Oé2j+1$02j+1(30j+1/4) + 042j+2§02j+2($j+1/4> =

1
= = (Bag; + 6azjt1 — agjta) .

8
Aproximatiile sunt date in tabelul 7.11. Ca i mai Inainte se folosesc trei
metode de alegere a termenului liber (metoda trapezelor (a), metoda Simpson
(b), metoda exactd (c)). De asemenea, pentru comparatie, in ultima coloand
sunt specificate valorile solutiei exacte. In tabelul 7.12 sunt date diferentele
maxime intre fiecare dintre cele trei aproximari si valorile exacte ale solutiei
in puncte situate la jumatatea distantei dintre nodurile triangulatiei.
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Aproximatia (a) (b) (c)
Eroarea 0.00408877 | 0.00000339 | 0.00000067

Tabelul 7.10: Erorea maxim4 in fiecare dintre cele trei aproximéri ale termenului
liber in Exemplul 7.2.

Tabelul 7.11 arata ca eroarea este semnificativ mai mica in coloana 2 decat
in coloana 1 gi practic aceeagi in coloanele 2 si 3. Prin urmare, folosirea
metodei Simpson da rezultate mai bune decat folosirea metodei trapezelor.
Aproximatiile nu se Imbunatatesc cand se calculeaza exact termenul liber.
Acest lucru ne arata ca eroarea aproximatiei este de ordinul erorii metodei
de integrare Simpson.

5. Concluzii. Prin folosirea elementelor finite patratice s-au obtinut:

e In nodurile x9p, = kh rezultate cu precizie maxima cand termenul
liber si matricea sistemului au fost calculate exact. Acest lucru este
consecinta fenomenului de superconvergenta.

e In nodurile Top+1 = kh + h/2 rezultate asemanatoare daca termenul
liber gi matricea sistemului au fost determinate cu metoda de integrare
Simpson sau calculate exact. Fenomenul de superconvergenta nu mai
este prezent. Rezulatate semnificativ inferioare s-au obtinut in cazul
folosirii metodei trapezelor pentru determinarea termenului liber.

e Rezultate cu o precizie de ordin h* atunci cand s-au considerat alte
puncte, diferite de nodurile triangulatiei, si s-a folosit metoda Simp-
son de integrare. Formula trapezelor este nepotrivita acestei metode,
ea avand o eroare mult prea mare. Eroarea metodei este de ordinul
formulei lui Simpson.

7.1.3 Elemente finite cubice

Vom considera din nou ecuatia (7.1) si vom schimba inca o data elementele
finite.

1. Alegerea elementelor finite. Date N € Ngi h = consideram

o noua diviziune echidistanta a intervalului 2,

1
N+1»

0=2x9 <.T1/3 < T2/3 <rp<...<zy < TN+1/3 < TN+2/3 < TNyl =1,

unde z; = jh, 0 < j < N+ 1, mj40)9 = x5 + h/3 §i xj19/3 = xj + 2h/3,
0<j<N.
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Nodul | Aprox. (a) | Aprox. (b) | Aprox. (c) | Solutia exacta
Ti41/4 | 0.40678242 | 0.40822781 | 0.40822921 0.40818388
Zoy1/4 | 0.66985873 | 0.67150200 | 0.67150358 | 0.67145348
x3+1/4 | 0.87026520 | 0.87210836 | 0.87211011 0.87205474
ZTqr1/4 | 1.00141078 | 1.00345604 | 1.00345798 1.00339679
x5y1/4 | 1.05601125 | 1.05826105 | 1.05826319 | 1.05819556
Tgy1/4 | 1.02601628 | 1.02847332 | 1.02847567 | 1.02840093
Tzr1/4 | 0.90252890 | 0.90519616 | 0.90519873 0.90511613
Tg+1/4 | 0.67571642 | 0.67859720 | 0.67860001 0.67850872

Tabelul 7.11: Valorile aproximatiilor cu h = 1/10 gi elemente finite patratice in
cele trei cazuri de alegere a termenului liber, comparate cu valorile solutiei exacte
in puncte situate intre nodurile triangulatiei in Exemplul 7.2.

(a) (b)
0.00279230 | 0.00008848

Aproximatia
Eroarea

(c)
0.00009129

Tabelul 7.12: Erorea maxima3 in fiecare dintre cele trei aproximari in puncte situate
intre nodurile triangulatiei in Exemplul 7.2.

Notand K; = [z, 2;41] vom observa imediat ca 7), = {Kj}o<j<n este
o triangulatie a lui . Asociem triangulatiei familia de elemente finite
{Kj, 2, Pj}ogjg]\[ definita astfel:

i =T, Tjq1/3, Tjy2/3, Tjt1)s

P]:{’UKJHR : U(x):ax3+ﬂx2+’y$+5, a767’7756R}’

Ca gi in cazul elementelor finite patratice, este ugor de aratat ca familia
de elemente finite introdusa mai sus indeplineste conditiile de clasa zero si
de compatibilitate gi este o familie regulata.

2. Definirea spatiului de aproximatii si alegerea unei baze.
Date elementelor finite de mai sus, introducem spatiul de aproximatii

0}.

Vi ={p €Cl01] : @), € Pj, 0 <j <N, 9(0) = (1)

Vom nota
S =Us;, Sp=3%\{0,1}.

Spatiul V} este format din functii continue care pe portiuni sunt poli-
noame de grad cel mult trei. Ele sunt unic determinate de valorile lor in
punctele din ¥p. Din Teorema 6.1.1 rezulta ca Vi, C HE ().
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04
0 of 02 03 o4 o5 06 07 08 095 1 © o1 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 7.8: Functiile ;, ©;11/3 si ©j42/3.

Pentru fiecare 1 < j < N, definim functia ¢; : [0,1] — R din V}, cu
proprietatea ca
ij(xi) :5ij7 0 § 7 S N+1,
©j(Tip1/3) = @j(Tige/3) =0, 0<i < N.
Pentru fiecare 0 < j < N, definim functiile ¢;11/3,¢j42/3 : [0,1] — R

din V}, cu proprietatea ca

©jr1/3(Ti) = @j41/3(Tigay3) =0, 0 < i < N+ 1,
@i+1/3(@iv1/3) = 0ij, 0 <1 <N,

©jv2/3(i) = jyo/3(Tiy1y3) =0, 0 <P < N + 1,
©jv2/3(Tizas3) = dij, 0 < i < N.
Expresia analitica a functiilor ¢;, ¢;11/3 1 ¢;j12/3 este data de

SG+3— %)(J'ﬂr 2-D)(+1-%) dacd x € [, xj41]

pil@)=9 =30 -3-P0—5-PU—-1-%) dacidze[zj1,2))
0 in rest ,

() = ~HU-PU+F-PG+1-F) daciz € [zj,211]
Pit1/3 0 in rest ,
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20, _x\(5; 1 1z, _ =z 5 L
(Pj+2/3(-%') _ { 2 (] h)(] + 3 h)(] +1 h) daca z € [xj7x]+1]

0 in rest .

Din teorema 6.2.2 rezulta ca {¢1/3, P2/3, P15 s PN PN11/3, PN42/3) este
o baza in Vj, si dim(V3) = 3N + 2.

3. Determinarea solutiei aproximative. Scriem solutia aproxima-
tiva up, € Vj, sub forma

N N N

Uh = Z ajps + Z ®j+1/3Pj5+1/3 + Z Qjy2/30P512/3
j=1 j=0 =0

Pentru determinatrea necunoscutelor (o;)1<j<n € RY, (aj41/3)0<j<n €
RN+ gi (Oéj+2/3)o§j§]v € RN+ ca solutii ale unui sistem liniar, este necesars
renumerotarea lor.

Astfel, nodurile ($j)0§j§N+1a ($j+1/3)0§j§N+ §i (l’j+2/3)0§j§]\[ vor de-
veni (235 )o<k<N+1, (36+1)o<j<n §i respectiv (T3k+2)o<k<n-

In mod corespunzitor se vor renumerota functiile din baza gi coeficientii

astfel Incat sa avem
3N+2

up =Y k.
k=1
In acest caz, a € R3V+2 este solutia sistemului
(7.7) Ra=F

unde R € Mj3n42 este matricea patratica de elemente Ry = a(yy, pk) iar
F € R3V+2 este vectorul de elemente Fj, = L(py).
Dupa un calcul elementar obtinem ca

(37 dacit k =1,k de forma 3k,
_io% daca |k — 1] = 1, k de forma 3k;
i

dacd |k — | =2, k de forma 3k;

daca |k — | = 3, k de forma 3k;

daca k = [,k de forma 3k1 + 1,3k1 + 2
dacal—k =1, k de forma 3k; + 1
daca k —1 =1, k de forma 3k; + 1
daca l — k =2, k de forma 3k + 1
daca k — 1 =2, k de forma 3k, + 2
daca k —1 =1, k de forma 3ky + 2

| |
=N [N
ooow‘cno (=]
[SSHI N2 NSNS RS

DO o
ESES
Sl IS

[\
o]
=

40h
_ig% daca Il — k =1, k de forma 3ky + 2
0 inrest
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si prin urmare

? —% 21 0 0 0 0 0 0 0
e . 0 0 0 0 0 0
2 I 1 ox _13 (5 0
26) 040 ERCER A 0 0 0 0
40 g r21]{0 20
0 0o & oo\ w5 g 0
293 2%0 %89 3%0 189 27 13
0 o -1 2 I8 3 18 271 _13 0
1 40 20 40 5 40 20 40
R=-
h
0 0 0 0 0 0 o 0 0 .. Z
%97
0 0 0 0 0 0 o 0 0 .. -3
0 0 0 0 0 0 o o0 o .. o

Matricea R nu are mai mult de sapte elemente nenule pe o linie, fiind o
matrice heptadiagonala.

Termenul liber F' poate fi determinat prin calcul direct al lui L(pyg),
atunci cand acest lucru este posibil si nu presupune o munca prea mare.
In general Insd se obignuiegte sa se foloseasca o formuld de intergrare nu-
mericd. Aceasta are avantajul unei mari generalitati si a usurintei pro-
gramarii. Trebuie insa folositda o metoda de integrare a carei pecizie sa
corespunda metodei.

4. Rezultate si comentarii numerice.
Exemplul 7.3: Consideram

—1 daca0<

si rezolvam sistemul (7.7).

Vom calcula exact termenul liber. Figura 7.9 reprezintd solutia exacta (trasata
cu linie punctata) si aproximatiile ei (punctele ingosate) obtinute prin rezolvarea
sistemului (7.7).

Pentru ilustrarea rezultatelor numerice vom alege puncte care nu sunt din
triangulatie, de exemplu ;1,4 = jh + %, 1 <j < N —1. Aproximatiile solutiei in
aceste puncte se calculeaza astfel

uw(Tjy1/4) = un(Tjp1/4) =

1
= 331 (405a3j+1 — 8lasjto +45az; + 15013j+3) .

Din tabelul 7.13 se observa ci solutia s-a calculat cu precizie maxima (in limitele
de afigare alese). Acest lucru se explicd atat prin precizia metodei cat si formei

particulare a solutiei (este un polinom de grad doi pe portiuni).
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;;;;;;

Figura 7.9: Aproximarea si solutia exactd in Exemplul 7.3.

Nodul | Aproximatia | Solutia exacta Eroarea

Z141/4 | -0.70312500 | -0.70312500 | 0.00000000
Toq1/4 | -0.92812500 | -0.92812500 | 0.00000000
Z311/4 | -0.85312500 | -0.85312500 | 0.00000000
ZTqr1/4 | -0.47812500 | -0.47812500 | 0.00000000
Tsi1/4 | 0.17812500 0.17812500 0.00000000
Zgr1/4 | 0.70312500 0.70312500 0.00000000
Tri1/4 | 0.92812500 0.92812500 0.00000000
Zg11/4 | 0.85312500 0.85312500 0.00000000

Tabelul 7.13: Valorile aproximatiilor cu h = 1/10 gi elemente finite cubice com-

parate cu valorile solutiei exacte in Exemplul 7.3.

7.1.4 Comparatie a metodelor liniare, patratice si cubice

In aceasta sectiune ne propunem sa consideram un nou exemplu pe care sa-1
tratam cu fiecare dintre metodele expuse mai sus si sa comparam rezultatele

aproximarii.

Exemplul 7.4: Vom considera ecuatia liniara (7.1) cu termenul neomogen

f(z) = 1000 cos(15mx)

a carei solutie este data de

Vom rezolva pe rand sistemele (7.5), (7.6) si (7.7). Termenii liberi vor fi calculati

1000

wz) = o

22572

141
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Figura 7.10: Solutia exactd in Exemplul 7.4.

cu o eroare de ordin k7, folosind formula de integrare numerici Newton-Cotes

/abg(w)d:v =

b—a b+ 3a b+a a—+3b

Astfel, avem

Tjt1

L; _/g:jlf(x)SOj(l')der/x f(x)p;(z)de ~

J

~ % (14f(15j) +6f(z; — g) +6f(x; + g)+

24 (x; — %) + 24f(x; + %) +8f(xj — %) +8f(x; + ?)) ;

in cazul elementelor liniare

Taj T2j+2
Layj = / f(@)p2;(z)dx +/ f(@)p2j(z)dz ~
1
90

~
~

<14f($2j) + 12f(x2j — %)4‘

+12f (225 + %) —4f(ze; — %) —4f(w2; + ?Zl)) :

T2
Laji1 = / f(@)p2j41(z)dr ~
T2

J
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3h

~ 9% <24f(x2j + %) + 12f (25 + g) + 24f (w25 + 4)> 7

in cazul elementelor patratice si

3543

Ls; = /xd] f(x)ps;j(x)d +/ f(x)psj(x)dr ~

3j-3 T3j

h 1

(14f(333j) + %f(ffgj + Z) + Z5f($3j -

h
i

L
90

~
~

h h h h
)= e+ )+ 300+ 504 31w+ ),

3
3= 5) =4 2 1

T3j43
L3j1 :/ f(@)pszjr1(x)dr ~

37

405 h 27 h 81 3h
(12f($3j + Z) Zf(x?)j + 5) - Ef(xBj + 4)> ,

~
~

L3
90

T34
L3jio = / f(@)psjra(r)dr ~

37

~ g0 \ g flass + 0+ f(@sy + 5) — 5 flasg + 4

h (405 3h 27 h) 81 h)
4 2 12 47 )’

in cazul elementelor cubice.
In figura 7.10 este ilustrat graficul solutiei exacte a ecuatiei (7.1).

Pasul Eroarea cu Eroarea cu Eroarea cu
elem. liniare | elem. patratice | elem. cubice

h=1/10 0.58393696 0.24840590 0.11147577

h =1/50 0.03664240 0.00287431 0.00003576

h=1/100 | 0.00932094 0.00036593 0.00000218

h=1/500 | 0.00037491 0.00000295 0.00000000

h =1/1000 | 0.00009374 0.00000037 0.00000000

Tabelul 7.14: Eroarea maxima 1n cele trei aproximéari cu
1/10, 1/50, 1/100, 1/500, 1/1000 in Exemplul 7.4.

Rezultatele numerice obtinute cu fiecare intre cele trei metode sunt prezentate

1

in tabelul 7.15 unde s-a considerat h = 5. Observam prin comparatie cu valo-

20°

rile exacte prezentate in ultima coloana ca precizia este mai mare in coloana doi,
unde s-au folosit elemente finite patratice, decat in prima coloana, unde au fost uti-
lizate elemente finite liniare. Cele mai bune rezultate sunt cele din coloana a treia,
rezultate prin folosirea elementelor finite cubice. Pentru ilustrarea valorilor aproxi-
mative ale solutiei s-au considerat puncte de forma x; /4 = jh+ %, 1<73<N-1.
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Nodul Aprox. Aprox. Aprox. Sol.
liniara patratica cubica exacta

0.0625 | -0.63321076 | -0.82055094 | -0.83716090 | -0.83569049
0.1125 | -0.26954623 | -0.08220605 | -0.09881602 | -0.09881282
0.1625 | -0.17782956 | -0.25542841 | -0.21532841 | -0.21611118
0.2125 | -0.51736411 | -0.59496296 | -0.63506295 | -0.63335629
0.2625 | 0.02493052 | 0.21227070 | 0.22888066 | 0.22776339
0.3125 | -0.24861842 | -0.43595860 | -0.41934864 | -0.41905101
0.3625 | -0.25021950 | -0.17262065 | -0.21272065 | -0.21168937
0.4125 | 0.17943064 | 0.25702949 | 0.29712949 | 0.29561901
0.4625 | -0.27274839 | -0.46008858 | -0.47669854 | -0.47543740
0.5125 | 0.09091613 | 0.27825631 | 0.26164635 | 0.26144028
0.5625 | 0.18263280 | 0.10503396 | 0.14513396 | 0.14414191
0.5625 | -0.15690175 | -0.23450059 | -0.27460059 | -0.27310320
0.6125 | 0.38539288 | 0.57273307 | 0.58934303 | 0.58801649
0.6625 | 0.11184395 | -0.07549623 | -0.05888627 | -0.05879791
0.7125 | 0.11024287 | 0.18784171 | 0.14774172 | 0.14856373
0.7625 | 0.53989301 | 0.61749185 | 0.65759185 | 0.65587211
0.8125 | 0.08771397 | -0.09962621 | -0.11623617 | -0.11518430
0.8625 | 0.45137850 | 0.63871868 | 0.62210872 | 0.62169338

Tabelul 7.15:

Valorile aproximatiilor cu elemente finite liniare, patratice si cubice

cu h =1/20, comparate cu valorile solutiei exacte in Exemplul 7.4.

Aproximatiile solutiei in aceste puncte se calculeaza prin interpolarea celor obtinute

in urma rezolvarii sistemelor liniare corespunzatoare, in modul urméator

1
uw(zji1/4) R up(Tjy1/4) = 1 (Baj +aji1),

cu elemente liniare

cu elemente patratice si

1

1
w(@jr1/a) B un(@ji1/a) = g (Bazj +6azji1 — azjia),

u(xj+1/4) I~ uh(xj+1/4) = @ (405043j+1 - 810[3j+2 + 450[3]' + 150[3j+3) R

pentru elementele cubice.

In tabelul 7.14 sunt date erorile maxime obtinute in urma aproximarii solutiei in
punctele mentionate mai sus, cu fiecare dintre cele trei metode i cu mai multe valori
ale parametrului h. Se poate aprecia, in urma unei analize atente a rezultatelor din

144



CAPITOLUL 7. ECUATII IN DIMENSIUNE UNU

(s} T
oL =
Ercarea in metoda de ordin 1
-4l AN
m
~
\'lk~
Lo o
1] » ~~-~
-~
g "ﬁ-ﬁ_@'oarea in metoda de ordin 2
5 -8r » Rl T |
~a-
= et F- U
- bl
el - T
-10- . 8--q
-, g,
..,
121 ., il
..., .
P Q—-r.,lir_oarea in metoda de ordin 3 _|
.,
*o.
e,
-16 I ”
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 7.11: Eroarea cu cele trei metode in Exemplul 7.4.

acest tabel, c& ordinele de convergenti sunt h? pentru metoda linairs, h* pentru
metoda patratics si h® pentru metoda cubicd. Sa remarcim de asemenea, ci norma
considerata este norma infinit.

Figura 7.11 arata evolutia erorii in cele trei aproximari, cu diferite alegeri ale
parametrului V. Pe axa orizontala sunt date valorile lui N iar pe cea verticala este
reprezentat logaritmul erorii. S& observam din nou ca se obtine o eroare mult mai
mica cu elemente patratice decat cu elemente liniare. Cea mai mica eroare este
obtinuta cu elemente cubice.

7.2 Ecuatie cu coeficienti variabili si conditii la
limita mixte
Fie Q = (0,1) C R, f € L?(Q) si ecuatia eliptica cu coeficienti variabili si

conditii mixte Dirichlet-Neumann omogene

{(M@%%+m@u:ﬂ@,xeﬁ

(78) w(0) = 0, (1) =0

unde a, 3 € L*°(0,1) au proprietatea ca a(z) > oo > 0 si f(z) > 0 a.p.t. In
(0,1).
Datorita conditiilor mixte Dirichlet-Neumann din (7.8) vom alege spatiul

V =HpH(Q) ={ve H(Q) : v(0) =0}
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Formularea variationald corespunzatoare problemei (7.8) este
(7.9) a(w, ) = L(p), Vo €V

unde

1 1
atw.0) = [ a@u@e@ir+ [ Aayu@s

1
széfmwmm

Sa remarcam ca, spre deosebire de conditia Dirichlet care este prezenta in
definitia spatiului V', conditia Neumann este cuprinsa in formularea variatio-
nala (7.9).

Este usor de aratat ca a: V x V — R este biliniara, continua, simetrica
si coerciva iar L : V — R este liniara si continua. Rezulta din teorema
Lax-Milgram ca exista o unica solutie w € V' a ecuatiei variationale (7.9).
Ne propunem sa aproximam aceasta solutie cu ajutorul metodei elementului
finit.

1. Alegerea elementelor finite. Dat fiind N € N* gi h = ﬁ,
consideram o diviziune echidistanta a intervalului €2,

0:a:0<x1<...<xN<xN+1:1,

unde z; = jh, 0 <7 < N + 1.

Daca K; = [z, xj4+1], atunci ), = { K }o<;j<n este o triangulatie a lui 2.
Asociem triangulatiei familia de elemente finite {K;,%;, Pj}o<j<n definita
astfel:

i =Azj,zjn}, Pi={v:K; >R :v(@)=ax+p, o,f R}

Am folosit elementele finite liniare introduse in 7.1.1.

2. Definirea spatiului de aproximatii si alegerea unei baze.
Introducem spatiul de aproximatii

Vi ={p €C[0,1] : ¢, € P}, 0<j <N, 9(0) =0}

Din teorema 6.1.1 rezultd ca V,, C H}(£2). S& observam ci, la fel ca in
cazul spatiului V', numai conditia Dirichlet este prezenta in definitia spatiului
de aproximatii Vj,.
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Figura 7.12: Functia ¢ny1.

Pentru fiecare 1 < j < N, definim functia ¢; : [0, 1] — R ca in sectiunea
7.1.1. De asemenea, definim

T—TN

=N daca x € (TN, TN+1)
— h )
pr+1(2) { 0 in celelalte cazuri .

Din teorema 6.2.2 se obtine ca {¢1,..., on, ¢N+1} este o baza in V}, si
dim(V;) = N + L.

3. Determinarea solutiei aproximative. Solutia aproximativa wuj, €
V}, este data de

N+1

up =Yy g,
j=1
a = (oj)1<j<n+1 € RN+ fiind solutia sistemului
(7.10) Ra=F

unde R € My este matricea patratica de elemente R;; = a(pj, ¢;) iar
F € RVT! este vectorul de elemente Fj = L(¢p;).
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Dupa un calcul elementar obtinem ca

% f;_ijll a(x)dz + f:iil b(x) ()% (z)dx i=j#AN+1

% f;]’v\f“ a(x)dz + f;ﬁf“ b(z)(pni1)?(x)dr i=j=N+1
Rij=19 =g Jor al@)dz + [77 b(@)pi1(z)pi(z)(x)de i = j + 1

— f;?“ a(z)dx + fé_i“ b(x)pi(x)piy1(z)de  i=j—1

0 in rest.

Prin urmare, matricea R a sistemului (7.10) este din nou o matrice tridi-
agonala. Ea difera de cea din exemplele precedente prin faptul ca nu mai are
elementele constante de-a lungul diagonalelor. Aceste elemente se calculeaza
direct sau se aplica o formula de integrare numerica. Vom alege acesasta
ultim& posibilitate si vom folosi metoda Simpson. Va rezulta ca

arzla(miot) +4a(zio1 + h/2) 4 2a(x;) + 4a(z; + h/2) + a(iy)]
dacai=j# N+1
szla(zy) +4a(zy + h/2) + a(zn41)]
dacii=j=N+1
Ri;= —ghzla(wic1) + 4a(zioy + h/2) + a(z;)]
dacai=j+1
_#[a(ﬂvi) +da(x; + h/2) + a(xit1)]
dacai=7j—1
\ 0 1In rest.

De asemenea, termenul liber F' poate fi determinat fie prin calcul direct
al lui L(yj) fie folosind o formula de intergrare numerica. Vom folosi, ca
mai Tnainte, formula lui Simpson:

wls

[f(@io1 4+ h/2) — cb(xi—1 + h/2) + f(2i) — cb(wi)+
+f(xit1 — h/2) — cb(xit1 — h/2)], dacd j # N +1
2f(xn + h/2) — 2cb(xN + h/2)+
+f(xng1) — eb(xn41)] +a(l)d, daca j = N + 1.

Fj%

Sy

4. Rezultate si comentarii numerice.
Exemplul 7.5: Consideram ca

a(w) = 701 +42),

b(x) = 3z,
f(z) =1— 22+ 622 — 923 + 32*
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Figura 7.13: Aproximarea si solutia exactd in Exemplul 7.5.

gl observam c& (7.8) are solutia exactd

Rezolvand sistemul (7.10) se obtin rezultatele numerice din tabelul 7.16. Figura
7.13 reprezinta solutia exacta (trasata cu linie punctata) i aproximatiile ei (puncte-

u(z) = z(1 — z)2.

le ingosate) obtinute mai sus.

Nodul | Aproximatia | Solutia exacta FEroarea
x1 0.08113302 0.08100000 | 0.00013302
) 0.12818767 0.12800000 | 0.00018767
x3 0.14716791 0.14700000 | 0.00016791
x4 0.14409085 0.14400000 | 0.00009085
x5 0.12498131 0.12500000 | 0.00001869
T6 0.09586747 0.09600000 | 0.00013253
7 0.06277825 0.06300000 | 0.00022175
xs 0.03174232 0.03200000 | 0.00025768
X9 0.00878831 0.00900000 | 0.00021169
210 -0.00005437 0.00000000 | 0.00005437

Tabelul 7.16: Valorile aproximative comparate cu valorile exacte ale solutiei in

Exemplul 7.5.

Sa observam ca in acest caz nu mai avem fenomenul de superconvergenta
si eroarea aproximatiei solutiei este de ordin h%. S-ar fi putut folosi, cu
rezultate numerice similare, metoda trapezelor in locul metodei lui Simpson.
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7.3. Ecuatie de ordin patru

7.3 Ecuatie de ordin patru

In acest capitol vom folosi metoda elementului finit pentru aproximarea
solutiei unei ecuatii de ordin patru. Degi vor apare unele diferente in raport
cu ecuatiile de ordin doi, dupa cum se va putea vedea, ideile sunt in linii
mari aceleagi. Cea mai importanta diferenta este legata de faptul ca se vor
folosi spatii V3, nu doar de functii continue, ca pana acum, ci de functii de
clasi C'. De asemenea, se va realiza nu doar aproximarea solutiei u ci si a
derivatei sale u. In exemplul de mai jos vom sublinia si analiza toate aceste
etape.

Pentru Q = (0,1) C R si f € L?(f2), considerim ecuatia de ordin patru
cu conditii la limita omogene

Ugzze = [, x €
(7.11) u(0) =u(1)=0
uz(0) = uz(1) = 0.

Observati ca, spre deosebire de problemele tratate pana acum, in ecuatia
(7.11) apar patru derivate iar conditiile la limita se refera atat la u cat si la
Ug. Dupa cum am vazut in sectiunea 3.5, (7.11) reprezinta pozitia unei bare
elastice asupra careia actioneaza forta f. Functia u va descrie deformarea
barei.

Fomularea variationala a lui (7.11) a fost prezentata si studiata in capi-
tolul 3. Astfel, solutia este cautata in spatiul

V = H(Q)
iar formularea variationala corespunzatoare este
(7.12) a(u, ) = L(p), Yo eV
unde

1 1
a(u,w)Z/O U ()P () d L(@)Z/O f(@)p(z)de.

Stim deja ca a : V xV — R este biliniara, continua, simetrica si coerciva
iar L : V — R este liniara si continua. Rezulta din teorema Lax-Milgram
ca exista o unica solutie u € V' a ecuatiei variationale (7.12). Ne propunem
sa aproximam aceasta solutie cu ajutorul metodei elementului finit. Vom
parcurge aceiasi pasi ca mai Inainte, cu modificarile de rigoare datorate
spatiului diferit in care lucram.
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Figura 7.14: Exemplu de functie din V}.

1. Alegerea elementelor finite. Fie N € N* gi h = +—. Considerim

o diviziune echidistanta a intervalului {2, A
O=2p<21 < ... <N <2ZTN41 =1,

unde z; = jh, 0 <j < N + 1.

Daca Kj = [xj,xzj41] atunci 7, = { K }o<j<n este o triangulatie a lui Q.

Asociem triangulatiei familia de elemente finite {Kj, X;, Pj}o<j<n defi-
nita astfel:

Ej =Azj, zjn},
Pi={v:K; =R : v(z) =ax’ + B2 + vz + 6, o, B,7,6 € R}

Observati ca multimile J; nu sunt P;—unisolvente de aceasta data. Pen-
tru ecuatiile de ordin patru conditia de unisolventa trebuie modificata in felul
urmator:

¥ este P—unisolventa daca pentru orice scalari (o;)1<i<d, (8i)1<i<d € R
exista o unica functie v € P astfel incat v(a;) = «;, v.(a;) = B; pentru orice
ie€{l1,2,..,d}.

2. Definirea spatiului de aproximatii si alegerea unei baze.
Folosind elementele finite de mai sus, definim spatiul de aproximatii

Vi={peCll0.1] : ¢ € Py ¢l €P, 0<j<N,

©(0) = ¢(1) = ¢:(0) = ¢x(1) = 0}.

Daca v € Vj, din teorema 6.1.1 rezultd cd v € H}(£2). Mai mult, aplicind
aceeasi teorema lui v,, obtinem ca v, € H&(Q) Prin urmare,

Vi C HZ(Q).
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0.005

0,005

Figura 7.15: Functiile ¢; si 9;.

S& observim ci a fost necesari considerarea de functii din C'(Q) in
definitia spatiului V},, pentru a avea garantatd incluziunea lui in HZ(€),
spatiu In care se gaseste solutia ecuatiei. Aici rezida principala diferenta in
aplicarea metodei la probleme de ordin patru. Nu vom mai lucra doar cu
functii continue ca pana acum, ci va trebui sa consideram functii de clasa
CcL(Q). In figura 7.14 am schitat graficul unei functii din V.

Pentru fiecare 1 < j < N, definim functiile ¢;,; : [0,1] — R astfel ca

¢j € Vi,  j(xi) = 0ji, @) =0, Vie{0,1,..,N+1}.

%‘ € VW, w;(l’l) = 5ji7 1/1](5112) =0, Vie {0, 1,.... N+ 1}.

Functiile ¢; si 1; sunt date analitic de expresiile

(2(1‘] — $) + h) (l‘ — xj_1)2 daca x € (xj_l, xj)

1
h3
bi(a) = { s (e —a)) +h) (@ —2,01)  dach © € [r,2541)
0 in celelalte cazuri ,
%(x—xj)(x—mj,l)Q daca z € (zj_1,x;)
bj(e) = (e —zj)(e—2j01)*  dacd z € [a,241)
0 in celelalte cazuri .

Este ugor de aratat ca {¢1,v1, ..., ¢n, ¥} constituie o baza in V}, i prin
urmare dim(V},) = 2N.

3. Determinarea solutiei aproximative. Solutia aproximativa uy €
V3, se scrie sub forma

N N
(7.13) up = ajéi+ Y ady,
j=1 j=1
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fiind complet determinata daca se cunosc coeficientii 04]1-, on2- eR,1<5<N.
Ea trebuie sa verifice

(7.14) a(un, p) = L(p), Vo € Vi,

ceea ce se Intampla daca si numai daca

(7.15)  aun.d;) = L(6y). aluny) = L), V) € {1,2,..., N},
Vom renumerota functiile din baza si coeficientii din (7.13) in felul urmator:
P2j-1 = @5, P2 = Pj, 1L <J <N,
Qg1 = 04]1, Qg = a?, 1<j57<N.
Prin urmare, o = (aj)i<j<an € R2N se determini ca fiind solutia sis-
temului

(7.16) Ra=F

unde R € Myy este matricea patratica de elemente R;; = a(yj, ;) iar
F € R?Y este vectorul de elemente Fj = L(yp;).
Dupa un calcul elementar, obtinem ca

,27% daca ¢ = j, ¢ impar
8 dacd i =j, i par
—% daca |i — j| = 2, 7 impar
é% daca |i — j| = 2, i par
Rij = algi, ¢;) = W2 daca j =i+ 3, ¢ impar
? daca j =1 — 3, ¢ par
i daca j =i+ 1, 7 par
—5z daca j =i—1, ¢ impar
0 1n celelalte cazuri
§i prin urmare
500 —% % 0O 0 0 0 0 0
0o £ -2 3 0 0 0 0 0 0
ENCINCE I B 0 0
R S Wow
i h 0 % _Zz 5 0 0 O 0 0
0 0 —é% —5% 20 12 % 0 0 0
R=| 0 0 @& § 0 § -z 7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 % 0
0 0 0 0 0 0 0 0O 0 ... 0 %
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02 I

o L L L L L L : L L L L L L
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 7.16: Deformarea si derivata: valoarea exactd gi aproximatiile cu h = 1/10.

Matricea R a sistemului (7.16), nu are mai mult de cinci elemente nenule
pe o linie, fiind o matrice heptadiagonala.

Termenul liber F' se determina de obicei prin utilizarea unei formule de
integrare aproximativa. De exemplu, prin folosirea formulei lui Simpson,
avem ca

Tj+1

1 T
L) = [ r@es@ie = [ 1@ei@de+ [ e @i~

J

~
~

[f(zj—1)pj(@im1) +4f(xj — h/2)pj(x; — h/2) + f(x5)05(x;)] +

> ol

+g [ (@5)0(2)) + 4f (25 + h/2)pj(xj + h/2) + f(251) 05 (2j1)] -

Va rezulta ca
7o { %[f($j)+f(33j—h/2)+f(xj—|—h/2)] dacd j impar
’ R [ f(aj+ h/2) — (2 — h/2)] daci j par .

Cu aceasta sistemul (7.16) este determinat si se poate trece la calcularea
solutiei lui.

4. Rezultate si comentarii numerice.
Exemplul 7.6: Consideram

f(z) = —167* cos(2mz),
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Nodul | Aprox. u Aprox. u, | Solutia exacta | Derivata exacta
x1 0.19098301 | 3.69316366 0.19098301 3.69316366
x9 0.69098301 | 5.97566433 0.69098301 5.97566433
x3 1.30901699 | 5.97566433 1.30901699 5.97566433
x4 1.80901699 | 3.69316366 1.80901699 3.69316366
x5 2.00000000 | -0.00000000 | 2.00000000 -0.00000000
X6 1.80901699 | -3.69316366 1.80901699 -3.69316366
x7 1.30901699 | -5.97566433 1.30901699 -5.97566433
xg 0.69098301 | -5.97566433 | 0.69098301 -5.97566433
T 0.19098301 | -3.69316366 | 0.19098301 -3.69316366

Tabelul 7.17: Valorile aproximatiilor pentru w si u, cu h=1/10 comparate cu
valorile exacte in Exemplul 7.6.
ceea ce ne permite sa gasim solutia exacta

u(z) = 1 — cos(2mx).

Pentru determinarea termenului liber s-au calculat exact integralele:

127 . .
Loi1 = T (sin(2wa;—1) — sin(2mw;41)) +
12 2 2 2 2
+ﬁ (cos(2mx;—1) — 2 cos(2mx;) + cos(2mxi41))
47 . .
Ly, = W (sin(2mx;—1) + 4sin(27wz;) + sin(27z;41)) +
6
~72 (cos(2mx;—1) — cos(2ma;q1)) .
In figura 7.16 prezentam graficul functiei deformare u §i tangentei u,: solutia
exactd cu linie punctatd si aproximarile numerice folosind A = 1/10 cu puncte

ingrosate.

In tabelul 7.17 sunt date valorile aproximative ale solutiei si ale derivatei sale
in nodurile triangulatiei. Pentru comparatie, in ultima coloana sunt specificate
valorile exacte. Se observa ca s-au obtinut rezultate exacte, fapt care se datoreaza
din nou fenomenului de superconvergenta.

In tabelul 7.18 sunt date erorile maxime comise in aproximarea solutiei si
ale derivatei sale, cu diferite valori ale lui h. S-au considerat puncte diferite
de nodurile triangulatiei, y; = jh + % Valorile aproximative se obtin cu
formula de interpolare

u(y;) ~ un(y;) =

= agj_192j-1(yj) + a2jr102j41(Y;) + 2025 (y;) + ajrop2j42(y;) =
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Pasul i | Eroarea in solutie | Eroarea in derivata
% 0.00038347 0.00050764
% 0.00000498 0.00000629
% 0.00000031 0.00000039
% 0.00000006 0.00000008

Tabelul 7.18: Erorea maxima in aproximarea deformarii si a derivatei in puncte
situate intre nodurile triangulatiei in Exemplul 7.6.

“M\¢ Eroarea derivatei

lg(Eroare)

Figura 7.17: Eroarea in aproximarea deformaérii gi a derivatei cu diferite valori ale
lui N.

8
u'(y5) = wy(y;) =

= agj199;_1(y5) + Q2119941 (Y5) + agj9;(y;) + azjt2¢hiy0(y;) =

1
= 5(0&2‘7'71 + agj1) + ¢ (025 — azj12),

1
= a5 i
In tabelul 7.18 se observd ci eroarea este mai mare in coloana 2 decat
in coloana 3. Prin urmare, solutia se aproximeaza mai bine decat derivata.
Oricum, ordinul de aproximare este acelasi.
Graficul 7.17 ilustreaza datele numerice din tabelul 7.18 gi arata cum
evolueaza eroarea in functie de diferite valori ale lui V.

Sagj_1 + 3anjy1) — — (oo + agjyo).
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Capitolul 8

A

Ecuatii in dimensiune doi

In acest capitol vom aplica metoda elementului finit pentru aproximarea
solutiilor ecuatiilor eliptice in cazul bidimensional. Vom prezenta si vom
discuta rezultatele numerice pentru diferite exemple de ecuatii si tipuri de
elemente finite.

Complexitatea procesului de aproximare devine mai mare atunci cand
trecem de la ecuatii in dimensiune unu la ecuatii in dimensiune doi. Acest
lucru este datorat pe de o parte problemei triangularizarii domeniului care
nu mai este atat de triviala ca in cazul unidimenional iar pe de alta parte
cresterii dimensiunii sistemului de ecuatii liniare la care se ajunge. Astfel, va
fi nevoie de instrumente care sa poatd genera triangularizari ale celor mai
variate domenii si de metode speciale de stocare si rezolvare a sistemelor
care, tinand cont de structura particulara a acestora, sa reduca pe cat posibil
volumul de calcul si de memorie necesar.

Dupa descrierea pagilor procesului de aproximare, vom oferi exemple
concrete care admit solutii explicite, pentru a avea posibilitatea compararii
solutiei exacte cu aproximatia gasita. Avand in vedere acest obiectiv, dome-
niul ales va fi unul foarte simplu iar triangulatia imediata.

8.1 Ecuatie cu conditii Dirichlet omogene

Fiind date Q = (0,1) x (0,1) C R? si f € L*(Q), consideriim ecuatia eliptica
cu conditii Dirichlet omogene

—Au=f, (x,y) €N
(8.1) { u(z,y) =0, (x,y) € oN.
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Solutia lui (8.1) va apartine spatiului
V= Hy(Q)
iar formularea ei variationala este data de
(8.2) a(u, ) = L(p), Yo eV

unde
a(uvcp)ZAVU(x,y)Vw(x,y)dxdy, L(@)ZAf(x7y)¢(w7y)dxdy-

Evident, (8.1) este un caz particular al ecuatiei (3.8) din capitolul 3. Am
vazut ca a : V X V — R este biliniara, continua, simetrica si coerciva iar
L :V — R este liniara si continua. Prin urmare, exista o unica solutie u € V
a ecuatiei variationale (8.2).

In continuare vom aproxima solutia u a lui (8.2) cu ajutorul metodei
elementului finit, urmand pasii cu care cititorul s-a familiarizat deja in
cazul problemelor in dimensiune unu. Pentru aceasta vom folosi doua tipuri
diferite de elemente finite, simplexuri si paralelotopuri.

8.1.1 Elemente finite simplexuri

Prezentdam acum o prima posibilitate de alegere a elementelor finite, care
are la baza alegerea ca element finit de referinta a unui simplex.

Alegerea elementelor finite. Dat fiind N € N* gi h =
sideram o retea de puncte echidistante,

1
N1 Com-

O=zg<z1<...<zNy <2ZNny1 =1,

O0=yo<y1 <..<yn <ynt1 =1,

unde z; = th siy; = jh,0<4,j <N+ 1
Notam T;; = [xi, ®it1] X [yj,yj+1]) si definim cele doua triunghiuri care
compun Tjj,

71‘17 = {(xay) € Q:z € [$i7xi+1]7 ) € [ijyj-i-l]a € +?/ S T +yj+l}7
5 ={(x,y) € Q: x € [wi,xinal, y € [yj,y511), ©+y > zi + Y}

. (\Zfom observa imediat ca 7, = {T}}}se(1,2),0<ij<n este o triangulatie a
ui Q.
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Asociem lui 7, familia de elemente finite {77}, X%, P toeq1,2),0<i <N
definita astfel: pentru fiecare s € {1,2} i 0 <i,5 < N,

Efj = {vérfurile triunghiului Tfj}w

Pi={v:T5 —R:v(z,y)=ax+Pfy+v afb,yeR]}.

Vom arata ca familia de elemente finite introdusa mai sus indeplineste
conditiile de clasa zero si de compatibilitate si este o familie regulata.

e Conditii de clasa zero: Considerand elementul finit {77, 3?

S
57 zj?Pij}?

avem ca

— Fiind polinoame, functiile din P{; sunt continue.

— Restrictiile functiilor din P} la una dintre fetele triunghiurilor 77}
descriu multimea polinoamelor de o variabila si de grad cel mult
unu. Acestea sunt unic determinate de valorile in doud puncte
diferite, apartinand intersectiei lui Xj; cu fata lui T7; considerata.

e Conditii de compatibilitate: Fiind date doua elemente finite adiacente
si T" fata comun4, avem ca:

— Pe T’ se gasesc doud puncte din multimile X, comune ambelor
elemente.

— Elementele din multimile P restrictionate la 7" formeazd multi-
mea polinoamelor de o variabila si de grad cel mult unu in ambele
cazuri.

e De asemenea, familia de triangulatii este regulata, fiecare element fiind
afin echivalent cu 2-simplexul de tipul 1 definit in sectiunea 5.2. Cele-
lalte conditii se verifica imediat.

Definirea spatiului de aproximatii si alegerea unei baze.
Cu elementelor finite de mai sus, introducem spatiul de aproximatii
Vi={peCQ) : ¢, €PF se{l,2}, 0<i,j <N, ¢, =0}

ij

Din Teorema 6.1.1 rezultd ca Vi, C H(9).
Pentru fiecare 1 < ,j < N, definim functia ¢;; : © — R data de

Pij € Vh7 @ij(l'payr) = 5’1;7" 0< b, T <N+ 1.
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Figura 8.1: Functia ;;.

Analitic, functia ¢;; are urmatoarea expresie

(1+i+j— &Y dacé(x,y)é]}lj
1+j— 4 daca (ac,y)ETf_lj
1—i+ % dacd (z,y) € T}
pij(,y) = 1—i—j+ L;Lry daca (z,y) € Tizfljfl
1—j+74 daca (z,y) € Tilj_l
14+i—7 daca (z,y) € Tfj_l
0 in celelalte cazuri .

Teorema 6.2.2 asigura ca {¢11,..., NN} este o baza in Vj, si dim(V},) =
N2,

Determinarea solutiei aproximative. Solutia aproximativa uy, € Vj,
este data de

N
Up = E QijPij-
ij=1

Pentru determinatrea necunoscutelor (aj)i<ij<n € RN 2, ca solutii ale
unui sistem liniar, este necesara renumerotarea lor cu un singur indice. Acest
lucru trebuie realizat intotdeauna la problemele in dimensiune mai mare
decat unu. Chiar la problema in dimensiune unu cu elemente finite patratice
sau cubice a fost intalnita aceasta necesitate.

Fiecarei perechi (i, 7) 1i asociem un indice k dupa formula k = (j—1)N+i.
Astfel, atunci cand (i, j) parcurge multimea {1,..., N} x {1,..., N}, indicele
k parcurge {1, ..., N2}. Numerotarea aleas nu este singura posibila dar este
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cea mai simpla si logica in acest caz. Dupa renumerotarea functiilor din
baza si a coeficientilor, avem ca

N2
Up = E CLPk-
k=1

Astfel, o € RY ? este solutia sistemului
(8.3) Ra=F

unde R € M2 este matricea patratica de elemente Ry = a(yy, pg) iar
F € RY? este vectorul de elemente F, = L(pk).
Dupa un calcul elementar obtinem ca

4 dacak=1
-1 dacdlk—Il|=Nsauk—1l=1, Nt (k—-1)
—1 dacalk—Il|=Nsaul—k=1 Ntk

0 1n celelalte cazuri

Ry =

$i prin urmare

A —-I O O ... O O
- A —-I O ... O O
R O -1 A —-I ... O O
o O O o0 ... A T
o O O o0 ... -1 A
unde
4 -1 0 0o .. 0 0
-1 4 -1 0 ... 0 0
A o -1 4 -1 ... 0 0 ,
0 0 0 0o .. 4 -1
0 0 0 0o ... -1 4

I este matricea identitate si O matricea nula de dimensiune V.

Sa remarcam ca matricea R a sistemului (8.3), desi poate avea dimensi-
unea N2 foarte mare, nu are mai mult de patru elemente nenule pe o linie.
De fapt ea este o matrice tridiagonala pe blocuri.

Pentru calculul termenului liber F' se obisnuieste sa se foloseasca o for-
mula de intergrare numerica. Descriem in continuare doua asemenea posi-
bilitati.
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. Metoda de ordin unu. Daca T este triunghiul cu varfurile A, B si
C, urmatorea formula de integrare numerica este exacta pentru poli-
noamele de grad cel mult unu:

84 [ ey~ A+ 1(B)+ C)

unde S este aria triunghiului 7.

Aplicand acest procedeu de aproximare obtinem ca

Ligy) = /Q £ (@9, y)drdy =

Sy bbb hy o
Tilj Ti2—1j Til—lj Til—lj—l Tilj—l Ti2j—1

h’2f T, Yy
~ Fij = 62(3,]) = B* f(xi,y;).

. Metoda de ordin doi. Dacd T este triunghiul cu varfurile A, B si
C urmaétorea formuld de integrare numerica este exacta pentru poli-
noamele de grad cel mult doi:

85) [ fewdedyx U+ FB)+ F(0) +9(6)

unde S este aria triunghiului 7" iar G este centrul sau de greutate.

Prin acest procedeu de aproximare obtinem ca

L(%)=/Qf(w7y)soz-j(x,y)dwdy=

S RTSRVARY ARy A
Tilj Tizflj Tilflj Tz’171j71 Tilj— Ti2j—1
2 h

h h
~Eij= (Gf(xz‘7yj) +9f(zi+ 5,y + 5)+

1

24 3 3
2h h h 2h h h
Of (@it 55— 5) +9f (@i + 5,05 — 5) +9f (@i — 55— 3)
2h h h 2h
+9f($i_§zyj+§)+9f(93i_ 37yj+3)>~
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Figura 8.2: Solutia obtinuta cu h = 1/20 si simplexuri in Exemplul 8.1.

Alte formule numerice, bazate pe integrarea gaussiana vor fi prezentate in
capitolul 9.

Rezultate si comentarii numerice.

e Exemplul 8.1: Rezultate in nodurile triangulatiei. Considerand ter-
menul neomogen
f(z,y) = 25m%sin(4nz) sin(37y),
ecuatia (8.1) va avea solutia exacta

u(z,y) = sin(4drz) sin(37y).

Pentru calculul termenului liber vom folosi formula aproximativd de ordin
unu. Astfel, vom rezolva sistemul (8.3) cu:

Fi; = 25m2h? sin(4nx;) sin(37y;).

Figura 8.2 reprezinta graficul solutiei obtinute folosind metoda descrisa cu
h =1/20.

Rezultate numerice detaliate se pot urmari in tabelul 8.1 unde sunt date,
spre exemplificare, valorile aproximative in nodurile triangulatiei de forma
(zi,910), 1 < i < N. Pentru comparatie, in ultima coloana sunt specificate
valorile solutiei exacte.

Figura 8.3 reprezinta solutia exactd in punctele (z, y10) marcata cu linie punc-

tata si aproximarile ei obtinute cu h = 2—10, marcate cu stelute.
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Figura 8.3: Solutia exactd si aproximatiile ei cu h = 1/20 gi elemente finite sim-
plexuri pentru y = y;9 iIn Exemplul 8.1.

Nodul Aprox. Solutia exacta | Eroarea
( ) | -0.60433987 | -0.58778525 | 0.01655462
( ) | -0.97784245 | -0.95105652 | 0.02678593
( ) | -0.97784245 | -0.95105652 | 0.02678593
( ) | -0.60433987 | -0.58778525 | 0.01655462
(z5,y10) | 0.00000000 | -0.00000000 | 0.00000000
( )
( )
( )
( )

0.60433987 0.58778525 0.01655462
0.97784245 0.95105652 0.02678593
0.97784245 0.95105652 0.02678593
0.60433987 0.58778525 0.01655462

( ) | 0.00000000 0.00000000 0.00000000
( ) | -0.60433987 | -0.58778525 | 0.01655462
( ) | -0.97784245 | -0.95105652 | 0.02678593
( ) | -0.97784245 | -0.95105652 | 0.02678593
( ) | -0.60433987 | -0.58778525 | 0.01655462
(15,910) | 0.00000000 | -0.00000000 | 0.00000000
( )
( )
( )
( )

0.60433987 0.58778525 | 0.01655462
0.97784245 0.95105652 | 0.02678593
0.97784245 0.95105652 | 0.02678593
0.60433987 0.58778525 | 0.01655462

Tabelul 8.1: Valorile aproximatiilor cu h=1/20 gi elemente finite simplexuri, com-
parate cu valorile solutiei exacte in Exemplul 8.1.

e Exemplul 8.2: Rezultate in alte puncte decat nodurile triangulatiei.
Sa consideram acum

fla,y) = 50(x(1 —z) +y(1 —y))
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Figura 8.4: Solutia obtinutd cu h = 1/20 si simplexuri in Exemplul 8.2.

i sa observam ca solutia exacta este data de
u(z,y) = 25zy(1 — z)(1 —y).

Vom rezolva sistemul (8.3) cu termenul liber dat de formula de aproximare
de ordinul unu:

Fj = 50h%(z;(1 — x;) + y; (1 — y;)).

In Figura 8.4 prezentam graficul solutiei aproximative obtinute folosind meto-
da de mai sus cu h = 1/20. Rezultate numerice detaliate se giisesc in tabelul
8.2 care cuprinde valorile aproximative cu h = 1/20 in nodurile triangulatiei
de forma (z;,y10). Pentru comparatie, sunt date si valorile solutiei exacte
iar in ultima coloana eroarea.

Vom analiza In continuare si cazul altor puncte, diferite de nodurile trianglati-
ei. Mai precis, vom alege punctele (z;41/4,¥;41/4) = (ih + %,jh + %)7 2 <
1,7 < N — 1. Aproximatiile solutiei se calculeaza astfel

U($i+1/47yj+1/4) ~ Uh(xi+1/4vyj+1/4) = Qi Pij ($i+1/4,yj+1/4)+
+i15Pi+15 ($¢+1/4,yj+1/4) + Otij+190¢j:1($i+1/4ayj+1/4) =

1
= Z (20[”' + Q15 + aij+1) .

Rezultatele numerice pentru punctele de forma (;41/4,%10+1/4) sunt date

in tabelul 8.3. In coloana doi sunt date aproximatiile, in coloana trei sunt
specificate valorile solutiei exacte iar in ultima coloana erorile.

Figura 8.5 reprezinta solutia exacta pentru y = yion41/4 marcatd cu linie
1

50, marcate cu stelute.

punctata si aproximarile ei obtinute cu h =
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Nodul Aprox. Solutia exacta | FEroarea
( ) | 0.27626865 | 0.29687500 | 0.02060635
( ) | 0.52737184 | 0.56250000 | 0.03512816
( ) | 0.75253369 | 0.79687500 | 0.04434131
( ) | 0.95100538 1.00000000 | 0.04899462
(x5,910) | 1.12207366 1.17187500 | 0.04980134
( )
( )
( )
( )

1.26506519 1.31250000 0.04743481
1.37934676 1.42187500 0.04252824
1.46432211 1.50000000 0.03567789
1.51942629 1.54687500 0.02744871

( ) | 1.54411832 | 1.56250000 | 0.01838168
( ) | 1.53787286 | 1.54687500 | 0.00900214
( ) | 1.50017133 | 1.50000000 | 0.00017133
( ) | 143049317 | 1.42187500 | 0.00861817
(14,y10) | 1.32830738 | 1.31250000 | 0.01580738
( )
( )
( )
( )
( )

1.19306513 1.17187500 0.02119013
1.02419377 1.00000000 0.02419377
0.82109299 0.79687500 0.02421799
0.58313387 | 0.56250000 0.02063387
0.58313387 |  0.56250000 0.02063387

Tabelul 8.2: Valorile aproximatiilor cu h = % comparate cu valorile solutiei exacte
in Exemplul 8.2.

L 7 E 4
o8 S S
/ %
o6 e " 4
\
/ |
0.4 4 N -

; \
oz2f / Moo
; \

Figura 8.5: Solutia exacta si aproximatiile ei pentru y = yj041/4 obtinuta cu
h =1/20 si elemente finite simplexuri in Exemplul 8.2.
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Nodul Aprox. Solutia exacta | Eroarea
(T5/4,Ya1/4) | 0.33892844 | 0.29668945 | 0.04223899
(9/4,Ya1/4) | 0.58337469 | 0.56214844 | 0.02122625
(21374, Ya1/4) | 0.80165832 | 0.79637695 | 0.00528137
(T17/4,Ya1/4) | 0.99305903 | 0.99937500 | 0.00631597
(21 /4, Ya1/4) | 1.15689076 1.17114258 | 0.01425182
(To5/4,Ya1/4) | 1.29250471 1.31167969 | 0.01917498
(T29/4,Ya1/4) | 1.39928867 | 1.42098633 | 0.02169766
(23374, Ya1/4) | 1.47666337 | 1.49906250 | 0.02239913
(T37/4,Ya1/4) | 1.52407657 | 1.54590820 | 0.02183164
(41 /4, Ya1/4) | 1.54099559 1.56152344 | 0.02052785
(T45/4,Ya1/4) | 1.52689899 | 1.54590820 | 0.01900921
(Ta9/4,Yar/4) | 1.48126770 | 1.49906250 | 0.01779480
(7534, Ya1/4) | 1.40357622 1.42098633 | 0.01741011
(5774, Ya1/4) | 1.29328425 1.31167969 | 0.01839544
(Zo1/a, Yar/a) | 1.14982930 | 1.17114258 | 0.02131327
(Tg5/4, Ya1/4) | 0.97262091 | 0.99937500 | 0.02675409
(g9/4,Ya1/4) | 0.76103719 | 0.79637695 | 0.03533976
(Z73/4, Yar/a) | 0.51442463 | 0.56214844 | 0.04772381

Tabelul 8.3: Valorile aproximatiilor cu h = 55 si elemente finite simplexuri, com-
parate cu valorile solutiei exacte In puncte diferite de nodurile triangulatiei in Ex-
emplul 8.2.

Concluzii: S& observam ca eroarea In nodurile triangulatiei este de
acelasi ordin cu eroarea in alte puncte, care nu sunt noduri ale triangulatiei.
De asemenea, prin urmarirea cu atentie a rezultatelor numerice obtinute se
poate concluziona ca eroarea in aproximare este de ordin h2.

8.1.2 Elemente finite paralelotopuri

Ne propunem sa aproximam solutia u folosind un tip de elemente finite
diferit, care vor avea la baza un element finit paralelotop.

Alegerea elementelor finite. Dat fiind N € N* si h = ﬁ, con-
sideram o retea de puncte echidistante ca in exemplul precedent, x; = ih si
yj =jh, 0 <i,5 < N+ 1. Notam Tj; = [z, Zi+1] X [y}, Yj+1] si observam ca
T, = {Tij}o<ij<n este o triangulatie a lui Q.

Asociem triangulatiei familia de elemente finite {7}, X;;, P;j fo<i, j<n de-
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finita astfel: pentru fiecare 0 < 1,5 < N,
Y = {varfurile patratului T;;},
Pij={v:Tj;; =R : v(z,y) = axy + fr+yy+9, o,B3,7,6 € R}

Vom arata ca familia de elemente finite introdusa mai sus indeplineste
conditiile de clasa zero si de compatibilitate si este o familie regulata.

e Conditii de clasa zero: Considerand elementul finit {7};,%;;, P;;},
avem ca

— Fiind polinoame, functiile din FP;; sunt continue.

— Restrictiile functiilor din P;; la una dintre fetele lui 7;; descriu
multimea polinoamelor de o variabila gi de grad cel mult unu.
Acestea sunt unic determinate de valorile in doua puncte diferite.

e Conditii de compatibilitate: Fiind date doua elemente finite adiacente
si T" fata comuna, avem ca:

— Pe T se gasesc doud puncte din multimile ¥, comune ambelor
elemente.

— Elementele din multimile P restrictionate la 7" formeazi multi-
mea polinoamelor de o variabila in ambele cazuri.

e Familia de triangulatii este regulata, elementele finite fiind afin echiva-
lente cu un 2-paralelotop de tipul unu.

Definirea spatiului de aproximatii si alegerea unei baze.
Cu ajutorul elementelor finite de mai sus, introducem spatiul de apro-
ximatii
Vi ={p€ C(ﬁ) : <,0|Tij € P, 0<4,5 <N, Plog = 0}.
Din Teorema 6.1.1 rezultd ca Vi, C H(Q).
Pentru fiecare 1 < 4,5 < IV, definim functia ¢;; : @ — R data de
Pij € th (pij(xp7y7“) 5?]747 0< b, T <N +1.

Analitic, functia ;; are urmatoarea expresie:

G+1)(G+1) - %:ﬁ — %y + %xy, (z,y) € T;;
—(i+ 1) -1+ S+ Py — Hay, (2,y) € Tij
pij(z,y) =q (i—1)(j—1)— %fv -2y + Loy, (zy) € Timyja
—(i -1+ 1)+ e+ Sy — Lay, (x,y) € Timyy
0 in rest.
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09

Figura 8.6: Functia ¢;;.

Din teorema 6.2.2 rezulta ca {p11,..., oNN} este o baza in V}, si deci
dim(Vy,) = N2.

Determinarea solutiei aproximative. Solutia aproximativa u, € Vj,

este data de
N
up = Z aijgoij.
i,j=1

Ca si In cazul exemplului precedent, este necesara renumerotarea ne-
cunoscutelor cu un singur indice. Fiecarei perechi (4, 7) 1i asociem un indice
k dupa formula k = (j—1)N +i. Astfel, atunci cand (i, j) parcurge multimea
{1,...,N} x {1,..., N}, indicele k parcurge {1,..., N?}. Daci renumerotim
atat functiile din baza cat si coeficientii, avem ca

N2
up =Y Qppr.
k=1

Necunoscta vectoriald a € RN” este solutia sistemului
(8.6) Ra=F

unde R € M2 este matricea patratica de elemente Ry = a(yy, pg) iar
F € RY? este vectorul de elemente Fy, = L(ipp).
Dupa un calcul elementar obtinem ca

daca k=1
dacak—l=Nsauk—-1€{-N+1,I,N+1}, Nt (k—1)
dacil—k=Nsaul—ke{-N+1,1,N+1}, N1k

in celelalte cazuri

Ry =

O wol—wl—wl 0o
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si prin urmare

A B O O ... O O
B A B O ... O O
R O B A B ... O O
O O O O ... A B
O O O O ... B A
unde
8§ -4 0 0 .. 0 0
-5 8 -3 0 .. 0 0
o -+ & _1 0
A= 3.3 73 e My(R),
0 0 0 0 .. 8 -3
0O 0 0 0 .. -1 8
- 1 90 0 ... 0 0
_i _i _1 0 0 0
> -3 —3 0 ...
0 _i _i _1 0 0
B 3 -3 —% € My (R)

0O 0 0 0 ... —%
0O 0 0 0 ... -5 -

iar O matricea nula de dimensiune V.

Matricea R a sistemului (8.6), are cel mult noua elemente nenule pe o
linie fiind o matrice tridiagonala pe blocuri.

Termenul liber F' poate fi determinat prin calcul direct al lui L(pg),
dar mai ales prin folosira unei formule de intergrare numerica. Descriem in
continuare doua asemenea posibilitati.

Ll *

1. Metoda de ordin unu. Daca T este patrat cu varfurile A, B, C si
D, urmatorea formula de integrare numerica este exacta pentru poli-
noamele de grad cel mult unu:

80 [ fewdedy = A+ £B) + 1(C)+ £(©)

unde S este aria lui 7.

Aplicand acest procedeu de aproximare obtinem ca
L(pij) = /Qf(ﬂfvy)%j(m,y)dxdy =
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Figura 8.7: Solutia obtinuta cu h = 1/20 si elemente finite paralelotopuri.

:/ +/ -1-/ -I-/ ~
Tij Ti—lj Ti_1j_1 Tij—l
h2

~ F;j = 4Zf($iayj) = h2f (2, y)-

2. Metoda de ordin doi. Daca T este patrat cu varfurile A, B, C si
D urmatorea formula de integrare numerica este exacta pentru poli-
noamele de grad cel mult doi:

(88) | 1(.)dedy = A + F(B)+ F(0) + (D) +8£(0M)

unde S este aria patratului 1" iar M este centrul sau.

Aplicand acest procedeu de aproximare obtinem ca

L(ij) =/Qf(w,y)soij(w,y)dxdy=

:/ + + +/ ~
Tilj Ti-1j Ti—1j—1 Tij—1

h? h h
~ Fij= 5 | 4 (@i yy) + 8f(zi+ 5y + )+
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h h h h h h
8f(wi — 5 ¥t 5) +8f(zi — 50 i~ 5) +8f(zi + 50Yi ~ 2)) :
Exemple de integrare numerica folosind metoda Gauss vor fi prezentate
in capitolul 9.

Rezultate numerice si comentarii.

¢ Exemplul 8.1 (continuare): Consideriim pentru ecuatia (8.1) termenul
neomogen

f(z,y) = 25m% sin(4nx) sin(3my)

si solutia sa exacta
u(z,y) = sin(4rz) sin(3my).

Pentru calculul termenului liber vom folosi formula aproximativa de ordin
unu. Astfel, vom rezolva sistemul (8.3) cu:

Fy; = 2572 h? sin(4m;) sin(3my; ).

In figura 8.7 am reprezentat graficul solutiei obtinute folosind metoda descrisa
cand h = 1/20.

Tabelul 8.4 cuprinde rezultatele numerice detaliate ale aproximatiilor solutiei
in nodurile triangulatiei de forma (z;,y10), 1 < i < N. Pentru comparatie,
in coloana trei sunt specificate valorile solutiei exacte iar in ultima coloana
erorile.

Figura 8.8 reprezinta solutia exacta in punctele (z, y10) marcata cu linie punc-

tata si aproximarile ei obtinute cu h = %, marcate cu stelute.

Figura 8.8: Solutia exacta si aproximatiile ei in y = y19, obtinute cu h = 1/20 si
elemente finite paralelotopuri in Exemplul 8.1.
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Nodul Aprox. Solutia exacta | FEroarea
( ) | -0.63365343 | -0.58778525 | 0.04586817
( ) | -1.02527278 | -0.95105652 | 0.07421627
( ) | -1.02527278 | -0.95105652 | 0.07421627
( ) | -0.63365343 | -0.58778525 | 0.04586817
(z5,910) | 0.00000000 | -0.00000000 | 0.00000000
( )
( )
( )
( )

0.63365343 0.58778525 0.04586817
1.02527278 0.95105652 0.07421627
1.02527278 0.95105652 0.07421627
0.63365343 0.58778525 0.04586817

) | 0.00000000 0.00000000 0.00000000

) | -0.63365343 | -0.58778525 | 0.04586817

) | -1.02527278 | -0.95105652 | 0.07421627

) | -1.02527278 | -0.95105652 | 0.07421627

) | -0.63365343 | -0.58778525 | 0.04586817
Z15,Y10) | 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000

)

)

)

)

0.63365343 0.58778525 0.04586817
1.02527278 0.95105652 0.07421627
1.02527278 0.95105652 0.07421627
0.63365343 0.58778525 0.04586817

Tabelul 8.4: Valorile aproximatiilor in punctele (x;,y19) cu h=1/20 si folosind
elemente finite paralelotopuri, comparate cu valorile solutiei exacte in Exemplul
8.1.

e Exemplul 8.3: Consideram f(z,y) = 100(e® — e¥) i observdm ci solutia
exacta este data de

TR S = S

m(1 4 n?m2)

n,m=1

m(1 - (=1)")(1 - (1)m6)>
n(1+ m2m2) ’

Pentru calculul termenului liber vom folosi formula aproximativa de ordin
unu. Astfel, vom rezolva sistemul (8.3) cu:

Fjj = 100R” (" — e¥7).
Figura 8.9 reprezinta graficul solutiei obtinute folosind metoda descrisa cu

h = 1/20 iar figura 8.10 reprezinta solutia exacta in punctele (x, y10) desenata
cu linie punctata gi aproximarile ei, marcate cu stelute.
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» S
-3 o
g . S el
08 T T = s ‘/// 1
0.6 S e — " 08
0.4 - ) e 0.6
B — 0.4
0.2 ~. e B
[ 0.2
[

Figura 8.9: Solutia obtinuta cu h = 1/20 folosind elemente finite paralelotopuri in
Exemplul 8.3.

Y
15 N 1
//' N\
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1 / \\‘\

< v
/ \
/ !
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/ \
// \
o / ]
\
Y vé
sk N\ / 1
S
\\~ el
¥

710 01 0‘2 03 04 0‘5 06 07 08 09 1

Figura 8.10: Solutia exacta si aproximatiile ei in y = y;0, obtinute cu h = 1/20 si
elemente finite paralelotopuri in Exemplul 8.3.
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03 B

<« Eroare paralelotopuri

o .« Eroare §implexuri

0.05

Figura 8.11: Eroarea in aproximatiile obtinute cu simplexuri gi paralelotopuri cu
diferite valori ale lui NV in Exemplul 8.1.

Concluzii: Sa remarcam ca, aproximarile cu elemente finite paralelo-
topuri sunt, din punct de vedere al preciziei, asemanatoare cu cele obtinute
prin folosirea elementelor finite simplexuri. In ambele cazuri eroarea este
de ordin h%. Figura 8.11 ilustreaza evolutia erorii in Exemplul 8.1, cu cele
doua tipuri de elemente finite si cu diferite valori ale lui V.

Avantajul simplexurilor este legat de o mai mare simplitate si de posibi-
litatea folosirii lor in triangulatii de domenii mai generale. Paralelotopurile
au o mai mare simetrie si vor fi cu predilectie folosite in cazul in care se
doreste o separare a variabilelor.

8.2 Ecuatie cu conditii mixte Dirichlet-Neumann
Fie Q = (0,1) x (0,1) C R?,
Lo={(2,0) : 0<z<1}U{(0,y) : 0 <y <1},
f € L*(Q) si u = u(x,y) solutia ecuatiei eliptice cu conditii mixte neomogene
—Au = f, (x,y) € Q
(89) U(ﬂi‘,y) = Ov (x,y) € FO
%(x,y) =0, (x,y) €0Q\Ty.
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Datorita conditiilor mixte la limita, pentru rezolvarea lui (8.9) vom alege
spatiul
V = Hr,(Q).

Formularea variationald corespunzatoare problemei (8.9) este
(8.10) a(u, o) = L(p), Vo €V

unde

a(u, p) =/§2Vu<m,y)vw(m,y)dxdy,

L(p) = /Q f(x,y)o (e, y)dxdy.

Este imediat ca a : V X V — R este biliniara, continua, simetrica gi
coerciva iar L : V — R este liniara si continua. Rezulta din teorema Lax-
Milgram ca exista o unica solutie u € V' a ecuatiei variationale (8.10). Vom
aproxima aceasta solutie cu ajutorul metodei elementului finit.

Alegerea elementelor finite. Vom folosi elementele finite patrate din
sectiunea 8.1.2. Mai precis, dat N € N* gi h = ﬁ, consideram triangulatia
T, = {Tij}o<ij<n alui Q, unde Tj; = [x;, 541] ¥ [y;, yj4+1], ©i = thsiy; = jh,
0<4,j<N+1L

Asociem triangulatiei familia de elemente finite {75, X;;, P;j bo<i j<n de-
finita astfel: pentru orice 0 < 1,57 < N,

¥;; = {varfurile patratului Tj;},

Pj={v:T;; =R : v(z,y) =azy+ fr+yy+96, o,8,7,0 € R}

care Indeplinegte conditiile de clasa zero si de compatibilitate si este o familie
regulata (vezi sectiunea 8.1.2).

Definirea spatiului de aproximatii si alegerea unei baze.
Cu ajutorul elementelor finite de mai sus, introducem spatiul de apro-
ximatii

Vi ={peC() : Pir, € Pijs 0, < N, ), =0}

Din Teorema 6.1.1 rezulta ca Vi, C HE ().
Pentru fiecare 1 < 1,5 < N + 1, definim functia ¢;; : 2 — R data de

©ij € Vi,  ij(Tp, yr) = 5%T, 0<pr<N+1.
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Expresiile analitice ale functiilor (¢;j)1<sj<n sunt date in sectiunea
8.1.2. De asemenea, avem ca

—(i+ N ﬁv%fv +: Ty - hzl‘y, (z,y) € Tin
pin+1(z,y) =4 (—1)N—Fz y + h2xy7 (z,y) € Ti-an
0 in rest,

NG-1)—5te— gy + zy,  (,y) € Tnj
ent1(T,y) = —N(@EG+1)+ Jh z+ Ny — Ly, (z,9) € T
0 in rest,

N2 Do Nyt Loy, (z,y) € Twn
80N+1N+1(33,y) = { 0 g " 2 (in Best.

Din teorema 6.2.2 (p;j)1<ij<n+1 este o baza in Vj, si deci dim(V},) =
(N +1)2

Determinarea solutiei aproximative. Solutia aproximativa u, € V3,

este data de
N+1

Up = E QijPig-
ij=1
Dupa renumerotarea necunoscutelor si a functiilor din baza cu un singur

indice, rezulta ca
(N+1)2

Z P

N+1)?

Necunoscta vectoriald a € R( este solutia sistemului

(8.11) Ro=F

unde R € M) este matricea patratica de elemente Ry = a(py, o) iar

F e ROHD? ogte vectorul de elemente Fj, = L(py).
Dupa un calcul elementar obtinem ca

8 dacik=1, (N+1)tk
D daci k=1, (N41) |k k # (N +1)2
3 dacd k=1= (N +1)2
Ry = 1 aca k-1 € {1,NN+1,N—1}, k1 < (N +1)?
—% daca |k — 1] € {1, N,N +1,N — 1},
k=(N+1)2saul=(N+1)>2
L 0 in celelalte cazuri
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si prin urmare

A B O O ... O O
B A B O ... O O
R O B A B ... O O
O 0O O O ... A B
O 0 O O ... B A
unde
5 -2 0 0 .. 0 0
-+ 8§ -1 0 .. 0 0
187 1
A 0 : 3 0 € My:n(R).
0 0O 0 ... 8 _1
S8
0 0 0 ... 1 3
4 1
3, 6 01 0 ... 0 0
_6 gl _46 01 ..... 0 O
A= 0 —% 3 —¢ - 0 0 € Myr(R),
0 0 0 0 .. 3 -3
0o 0 0 .. -+ 2
1 1
L 1 090 0 ... 0 0
_i _i _1 0 0 0
3 73 3 0 e oo
B: O _g _g _g ..... GMN+1(R)
o 0 0 0 ... —% —é
0O 0 0 0 ... -1 -5

iar O matricea nula de dimensiune N + 1.
Termenul liber F' poate fi determinat prin folosirea unei formule de in-
tegrare numerica ca in sectiunea 8.1.2.

Rezultate numerice si comentarii.
Exemplul 8.4: Consideram termenul neomogen pentru ecuatia (8.9)

. (TT w2
f(x,y) = 5sin (?) (y(y — 1)QI — 6y — 4) ,
care va avea solutia exacta
. (T
u(e,y) = sin (- yly — 1%
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Nodul Aprox. Solutia exacta | FEroarea
( ) | 0.05344066 | 0.05340122 | 0.00003944
( ) | 0.10655185 | 0.10647321 | 0.00007864
( ) | 0.15900611 | 0.15888875 | 0.00011736
( ) | 0.21048004 | 0.21032469 | 0.00015535
(z5,910) | 0.26065629 | 0.26046391 | 0.00019238
( )
( )
( )
( )

0.30922551 0.30899728 | 0.00022823
0.35588826 | 0.35562559 | 0.00026267
0.40035683 | 0.40006134 | 0.00029549
0.44235707 | 0.44203058 | 0.00032649

( ) | 0.48163003 0.48127455 0.00035548
( ) | 0.51793358 0.51755131 0.00038227
( ) | 0.55104390 0.55063719 0.00040671
( ) | 0.58075685 0.58032821 0.00042864
( ) | 0.60688924 0.60644132 0.00044793
(z15,y10) | 0.62927996 0.62881551 0.00046445
( )
( )
( )
( )
( )

0.64779096 0.64731284 | 0.00047811
0.66230811 0.66181928 0.00048883
0.67274191 0.67224538 0.00049653
0.67902803 0.67852686 0.00050117
0.68112772 0.68062500 | 0.00050272

Tabelul 8.5: Valorile aproximatiilor cu h = 1/20, comparate cu valorile solutiei
exacte in Exemplul 8.4.

Figura 8.12 reprezinta graficul solutiei obtinute folosind metoda descrisa cu
h =1/20.

Tabelul 8.5 cuprinde aproximatiile solutiei in punctele (z;,y10), 1 <7 < N + 1.
De asemenea, pentru comparatie in ultimile doua coloane sunt date valorile solutiei
exacte gi respectiv eroarea.

Figura 8.13 reprezinta solutia exacta in punctele (z,y109) marcata cu linie punc-
tata si aproximarile ei obtinute cu h = %, marcate cu stelute. Se poate observa ca
s-au obtinut aproximari cu o eroare de ordin h2.
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0.8

06

Figura 8.12: Solutia obtinutd cu h = 1/20 si elemente finite paralelotopuri in
Exemplul 8.4.

07

06 .
osf A

04t /

03 X

0.2t yd

(RIS Vi

Figura 8.13: Solutia exactd si aproximatiile ei cu h = 1/20 si elemente finite
paralelotopuri pentru y = y19 in Exemplul 8.4.
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Capitolul 9

Programarea metodei
elementului finit

Acest capitol este dedicat prezentarii celor mai importante aspecte ale pro-
gramarii metodei elementului finit. Vom considera etapele de baza ale pro-
cesului de obtinere a aproximarii si vom da o descriere algoritmica a lor. Se
realizeaza astfel o structurare a metodei, importanta nu doar pentru cei ce
vizeaza realizarea de programe ci si pentru cei ce doresc o intelegere deplina
a ei.

Exista in prezent numeroase produse software care au la baza metoda
elementului finit. Unele au o interfata foarte prietenoasa si o grafica dosebita
dar functioneaza precum “black boxes” In care se introduc date gi se scot
rezultate fard a putea vedea insd ce se petrece in interior. Altele arata
intreaga succesiune de pasi necesari obtinerii aproximarii dar pot fi mai
putin intuitive si mai greu de utilizat de catre incepatori. Indiferent insa de
constructia lor, toate programele de aproximare parcurg urmatoarele etape:

1. Definirea geometriei domeniului pe care se lucreaza

2. Realizarea triangulatiei domeniului si obtinerea datelor triangulatiei:
varfuri, laturi, elemente

3. Alegerea elementelor finite §i numerotarea nodurilor
4. Construirea functiilor de baza
5. Determinarea matricii de rigiditate

6. Determinarea termenului liber
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9.1. Definirea geometriei

7. Rezolvarea sistemului de ecuatii liniare
8. Afigarea gi procesarea datelor numerice.

Nu ne vom propune prezentarea unui produs sau pachet software anume,
ci vom Incerca sa descriem fiecare dintre etapele de mai sus. Cum etapele
7-8 sunt cuprinse in cursuri generale de analiza numerica, nu vom insista
asupra lor. De asemenea, etapele 1-2 tin de programul folosit gi de geometria
domeniului si le vom descrie doar pe scurt. Ne vom concentra atentia mai
ales asupra etapelor 3-6 care sunt caracteristice metodei elementului finit si
care au ca scop construirea sistemului de ecuatii liniare pornind de la datele
triangulatiei.

Pentru simplificarea expunerii, vom considera cazul unui domeniu 2-
dimensional €2, iar pentru exemplificare vom alege ecuatia lui Poisson cu
conditii Dirichlet omogene in ).

9.1 Definirea geometriei

Definirea geometriei consta in introducerea unor prametri pe baza carora sa
poata fi reconstruit domeniul €2 pe care lucram. Pentru aceasta, se definesc:

-nf: numarul de laturi (arce) ale frontierei domeniului 2. Fiecare latura
a frontierei va avea asociat un numar pozitiv de la 1 la nf. Vom nota cu
NF vectorul (1,2,...,nf).

-0 parametrizare a fiecarei laturi a frontierei. Astfel, pentru fiecare s €
N F, se introduc valorile initiala gi finald ale parametrului, precum si functiile
parametrice corespunzitoare. Acestea se vor alege astfel incdt domeniul sa
fie la stanga laturii, daca aceasta este parcursa in sensul parametrizarii.

Exemplu: Pentru domeniul = (0, 1) x (0, 1), vectorul NF este dat de
NF = (1,2,3,4) iar descrierea frontierei este

Latura 1 ({(z,0) : 0<ax<1}): te€[0,1], z=t, y=0,
Latura 2 ({(1,y) : 0<y <1}): tel0,1], z=1, y=t,
Latura 3 ({(z,1) : 0<ax<1}): te€[0,1], z=1—-¢t, y=1,
Latura 4 ({(0,y) : 0<y<1}): te[0,1], x=0, y=1—1t

9.2 Realizarea triangulatiei

Existd numeroase posibilitati de realizare a unei triangulatii. Cel mai sim-
plu mod este acela de a incepe cu o partitie grosiera a lui 2 formata din
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cateva triunghiuri cat mai regulate (aproape echilaterale). Fiecare din aces-
tea se imparte apoi in patru triunghiuri egale prin liniile lor mijlocii, proces
cunoscut sub denumirea de rafinare a triangulatiei. Procedeul de rafinare se
repeta pana cand se atinge marimea dorita pentru elementele triangulatiei
sau se verifica un criteriu legat de eroarea aproximarii (de exemplu, diferenta
intre doud aproximatii consecutive sa fie mai mica decat o precizie € data
initial).

Se poate pune problema rafinarii triangulatie numai in anumite regiuni
ale domeniului (aproape de colturi, de exemplu). In acest scop se impart
in patru numai triunghiurile apropiate regiunii vizate, triunghiurile vecine
se divid doar in doua iar cele mai indepartate raméan intregi. Trebuie avut
insa grije pentru a obtine o triangulatie admisibila si care sa nu contina
triunghiuri prea plate. Va fi nevoie deci de un intreg proces de reajustare
a triangulatiei dupa realizarea impatirii triunghiurilor. Pentru aceasta se
poate folosi procedeul Delaunay care, pornind de la o configuratie de noduri
data, gasegte acea triangulatie care maximizeaza infimumul tuturor unghiu-
rilor (vezi [11]).

Oricare ar fi procedeul folosit pentru triangulatie, dupa realizarea ei, se
creaza un figier care contine:

- O matrice P care pastreaza coordonatele tuturor varfurilor din trian-
gulatie gi numarul corespunzator fiecarui varf

- O matrice E care descrie fiecare latura din triangulatie: numerele
varfurilor care o delimiteaza, ecuatiile parametrice si numéarul corespunzator
laturii

- O matrice T care contine datele fiecarui triunghi din triangulatie si
anume numerele varfurilor sale si numarul corespunzator triunghiului.

9.3 Alegerea elementelor finite si numerotarea no-
durilor

Se dispune in prezent de o mare varietate de elemente finite. Pentru obtine-
rea unor rezultate numerice satisfacatoare se va acorda o atentie deosebita
alegerii elementelor finite iar acest lucru va depinde de particularitatile
domeniului si ale ecuatiei care se studiaza.

Calculele necesare se vor realiza mai ugor daca se vor efectua pornind de
la un element de referinta si se va tine cont de transformaérile care-1 duc pe
acesta In fiecare element al triangulatiei.

Fie K C RY un domeniu elementar de referintd (precum segmentul
(0,1), patratul unitate, triunghiul de varfuri (0,0), (1,0) si (0,1), cubul
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unitate etc.) si (IA( .3, ]3) un element finit Lagrange asociat. Pentru fiecare
element K al triangulatiei vom avea o transformare Tk care duce Kin K si
prin care se obtine elemetul finit corespunzator (K, Xk, Pk ), dupa cum s-a
indicat in proprietatea 5.1.2. Punctele din Y i se vor numi noduri.

Tinand cont de tipul de elemente finite folosite, vom nota

e 1 numarul de elemente (triunghiuri) din triangulatie
® N, numarul de noduri ale unui element din triangulatie

In timp ce ng este dat de triangulatia considerata, n., este determinat
de tipul de element finit ales.

Nodurile situate pe frontiera domeniului pe care avem conditii Dirichelt
vor avea o situatie speciala deoarece cunoastem valorile solutiei in aceste
noduri si ele trebuie eliminate dintre necunoscutele problemei. Vom nota

e >: multimea nodurilor tuturor elementelor din triangulatie
e >.p: multimea nodurilor in care sunt date conditii Dirichlet

o ¥ =%\3p.

Avem ca
card X = npe, card Xg = neq

unde n,, este numarul de noduri din triangulatie iar ne; este numarul de
noduri care nu apartin frontierei Dirichlet. Remarcam ca n., este egal cu
numarul de necunoscute si de ecuatii din sistem.

Numerotarea nodurilor este una dintre etapele importante deoarece de
ea depinde forma finala a matricii sistemului. Este de dorit o numerotare
care sa asigure o concentrare cat mai mare a elementelor nenule din matrice
in jurul diagonalei, astfel incat sa se obtina o structurda banda cu o largime
cAt mai micd. In acest mod se va putea face o economie importanta de
memorie la stocarea matricii sistemului. Unul dintre algoritmele folosite in
acest sens este Cuthill-McKee care consta in numerotarea nodurilor pe fron-
turi, Incepand cu un nod, continuand cu vecinii lui, apoi cu vecinii acestora
s.a.m.d. (vezi [16]).

9.4 Construirea functiilor din baza

Vom construi acum functiile are vor forma baza spatiului de aproximare V},.
Nu este nevoie decat de construirea functiilor corespunzatoare elementului
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de referinta, deoarece toate functiile din baza se vor obtine prin transformari
ale acestora.
Astfel, pentru fiecare nod A € X, definim functia ¢4 € P cu proprietatea

(9.1) 0A(B) =645, VB € 3.

Expresiile acestor functii, al caror numar este egal cu cel al punctelor
din ¥ (adica nep), trebuie scrise explicit. Atunci cand P este o multime
de polinoame, determinarea functiilor ¢4, se reduce la rezolvarea sistemului
liniar (9.1) ale carui necunoscute sunt coeficientii lor. Matricea sistemului
este aceeasi pentru fiecare functie, doar termenul liber se modifica.

Functiile ¢4, sau mai precis coeficientii care le determina, se vor retine
in vectori diferiti. De asemenea, se vor calcula si stoca gradientii acestor
functii. Vom obtine astfel doua matrici. Una de dimensiune ng, X Nep
notatd Coef in care am retinut coeficientii functiilor (p4), 5 si alta de
dimensiune ne, X (2ne,) notatd Grad in care s-au stocat gradientii acestora.

9.5 Construirea matricii de rigiditate

Cu informatia pe care o avem, putem trece la scrierea matricii de rigiditate.
Ideea este urmatoarea: se iau elementele triangulatiei la rand si se cal-
culeaza contributia fiecaruia in matricea de rigiditate. Prin insumarea aces-
tor contributii, tinand cont de pozitiile elmentelor, rezulta matricea cautata.
Vom descrie in continuare acest algoritm.

Vom nota prin ne, numarul ecuatiilor din sistem (dimensiunea matricii
de rigiditate) si vom parcurge urmatoarele etape:

1. Numararea nodurilor gi asocierea lor cu o ecuatie:

e Construim matricea IEN de dimensiune n. X 1., care face nu-
merotarea nodurilor. Astfel, nodul ¢ din elementul e are pozitia
IEN(e,a) in girul tuturor nodurilor. Acesta pozitie este rezul-
tatul numararii nodurilor, facuta anterior.

e Construim vectorul ID (vector de destinatie) care are dimensi-
unea n; = NeNen Si care asociaza fiecarui nod numarul ecuatiei
care-i corespunde. Nodurilor apartinand frontierei cu conditii
Dirichlet (nodurile din ¥p) li se asociaza numarul 0 deoarece
valorile solutiei in aceste puncte sunt cunoscute si nu mai este
nevoie de o ecuatie pentru determinarea lor. Asadar

_ [ ! (numarul ecuatiei) daca A¢ Xp
ID(4) = { 0 daca A € ¥p.
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Numarul [ se obtine prin simpla eliminare a nodurilor Dirichlet
din ¥ p si renumerotarea, in aceeasi ordine, a nodurilor din .

e Construim matricea LM de dimensiune ng; X ne, care da numarul
ecuatiei corespunzatoare nodului a din elementul e. Ea se obtine
astfel

LM (e,a) = ID(IEN (e, a)).
Matricea LM “localizeaza” pe fiecare element vectorul ID.

2. Calculul matricii fiecarui element K¢ din triangulatie:

e Pentru fiecare element K€ din triangulatie, se determina matricea
de rigiditate a elementului, pe care o notam cu r°€ si care are
dimensiunea ne, X Ne,. Aceasta se calculeaza in felul urmaéator:
pentru orice alegere a doua noduri a si b ale elementului K¢

(9:2) Tab = / Voo Vppdrdy
Ke

daca operatorul din ecuatia noastra este Laplaceanul.

e Integrala (9.2) se calculeaza prin tranformarea ei intr-o integrala
pe domeniul de referintad, folosind coordonatele locale si jaco-
bianul tranformarii de coordonate corespunzator (vezi sectiunea
8.1.1). Cum deja dispunem de gradientul functiilor din baza,
integralele (9.2) se pot calcula chiar exact. Céand operatorul
este complicat (putand de exemplu, avea coeficienti variabili) sau
domeniile au tranformari complicate, se va folosi o metoda nu-
merica pentru calculul acestor integrale dupa descrierea facuta in
sectiunea 9.8.

3. Determinarea matricii de rigiditate:

e Se Insumeaza contributiile fiecarei matrici 7 in matricea de rigi-
ditate R. Pentru aceasta folosim vectorul LM. Mai precis,

Pentru fiecare element 1 < e < ng

Pentru orice pereche de doud noduri din acel element,

(a,b),
Daca LM (e,a) # 0 si LM (e, b) # 0 atunci
pe pozitia (LM (e,a), LM (e,b)) din R se aduna <.
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9.6 Determinarea termenului liber

Trecem acum la calculul termenului liber. Din nou se va folosi ideea insuma-
rii contributiei fiecirui element al triangulatiei tinand cont de pozitiile lor.
Vom descrie in continuare acest algoritm.

Numarul ne, al ecuatiilor din sistem este in acelasi timp si dimensiunea
vectorului liber. Vom parcurge urmatoarele etape:

1. Calculul termenului liber al fiecarui element K¢ din triangu-
latie:

e Pentru fiecare element K€ din triangulatie, se determina termenul
liber al elementului, pe care il notam cu [ si care are dimensiunea
Nen. Acesta se calculeaza in felul urmaétor: pentru orice nod a al
elementului K*

(9.3) e :/ Yo fdzdy.
Ke

e Ca i In cazul matricii de rigiditate, integrala (9.3) se calculeaza
prin transformarea ei intr-o integrala pe domeniul de referinta,
folosind coordonatele locale si jacobianul tranformarii de coordo-
nate corespunzator. De cele mai multe ori se aplica o metoda
aproximativa de calcul al acestor integrale (vezi sectiunile 8.1.1
si9.8).

2. Determinarea termenului liber:

e Se Insumeaza contributiile fiecarui vector [¢ in termenul liber L
astfel

Pentru fiecare element 1 < e < ng
Pentru orice nod a din acel element,
Daca LM (e,a) # 0 atunci
pe pozitia LM (e,a) din L se aduna IS.

9.7 Transformarile elementelor de referinta

Pentru fiecare element K al triangulatiei, definim transformarea care duce
elementul de referinta K in K. Mai precis, se determina o functie bijectiva

T : K > K
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care sa fie cat mai simpla posibil si sd se poatda determina in mod canonic,

pentru toate elementele K. De obicei acest lucru se realizeza impunand

conditia ca varfurile si laturile elementului de referinta sa fie duse in varfurile
si respectiv laturile lui K.

O posibilitate de a realiza acest lucru este urmatoarea: daca pentru
1,2

1 < j < Nep, aj = (aj,a7) sunt varfurile lui K C R? cu coordonatele lor,

Aj = (A},A?) sunt varfurile lui K C R? cu coordonatele lor iar ¢ A; sunt

functiile baza din K construite in sectiunea 9.4, atunci definim

Nen

(9.4) T (&,m) = (x(&,n), ZSDA (& n)a

Prin (£, ) am notat coordonatele locale in K iar prin (z,y) coordonatele
globale in K. Este usor de vazut ca transformarea Ty duce varful A; din
K in varful a; din K si latura [A;, 4;] a lui K in latura laj,a;] alui K.

Vom calcula acum matricea Jacobi a transormarii Tx. Avem ca

a Nen a ’ 8 Nen a ]
xéi’n) = gng (&,mal, 28E1) =Y T g mal

Jj=1

a Nen a . a Nen 8 ;
yfﬂgén) =2 g? (€maz, 2T (e, m)ad

J=1 J=1

Prin urmare, folosind relatiile de mai sus si cunoscand matricea Grad a
gradientilor functiilor p4; si coordonatele varfurilor lui K putem construi
matricea Jacobi a transformarii Tk

IEEn) = | ayem)  ouiem

o€ on

si jx = det(Jg), Jacobianul transformarii T.
S& mai observam ca

%00 (0,) = 28 (e ) (6 m) =

ox
_ Opa; 9 (x,y) 590A 5’?7(%1/)
Opq

2 ) = S ) wl6m) =
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_ Opa, (z,y)  Opa on(z,y)

In general nu dispunem de expresia transformérii (¢£(z,y),n(z,y)) dar
avem ca

08(zy)  O&(my) )
ox oy

Jl}l(w’y) = ( Bn?ﬂiy) Bn?g,y)

Prin urmare

(9.5) Vaypa(r,y) = Venoa(&n)Ji"

9.8 Calculul integralelor

Dupa cum am mai spus, integrala (9.2) se calculeaza prin tranformrea ei
intr-o integrala pe domeniul de referinta, folosind coordonatele locale si ja-
cobianul tranformarii de coordonate corespunzator. Astfel, avem ca

Tab = . Vo, y)Vep(x,y)dedy =

= /f(VsOA(&,n)JKi(ﬁ,n)thB(ﬁ,n)JKi(ﬁ,n)jKe(f,n)dﬁdn-

Prin urmare, pentru orice element K€ din triangulatie si orice doua
noduri ale sale a, b, avem

9:0) i = [ Toa(En) T € n) Vinle.n Tk € nine (€. mded.
Pentru integrala (9.3) se foloseste acelasi procedeu
lo = / val@,y)f(z,y)dody = /A pa(&m)f(@(&n),y(&n))ixe (& n)dédn.

K

Prin urmare, pentru orice element K¢ din triangulatie si orice nod al sau
a, avem
(9.7 5= [ eal€fa(en. (€ mhie €, mdedn

Calculul integralelor pe domeniul K se poate face exact atunci cand acest

lucru este ugor realizabil (mai ales in unele cazuri pentru r¢,). In general se
folosesgte o formula de integrare numerica de tip Newton-Cotes sau Gauss.
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9.8. Calculul integralelor

Ordinul Punctele de evaluare Ponderile
1 (0,0), (1,0), (0,1) ol
1 ) ]
2 (3.0, 4.1, 0.9 Loz L
2 00,00, 01, G35 55T

Tabelul 9.1: Ordinul, punctele de evaluare si ponderile unor metode de integrare
numericd Newton-Cotes pe domeniul 7' = {(z,y) : 0 <z < 1,0<z+y < 1}.

Ordinul Punctele de evaluare Ponderile
1 (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) iy Cipgel
1 (3:3) [
2 (3:0), (1,3). (3.1). (0.3) e g
> (0.0 (L), (0.1), (11), (5. D) | G 5, B2

Tabelul 9.2: Ordinul, punctele de evaluare si ponderile unor metode de integrare
numerica Newton-Cotes pe domeniul @ = {(z,y) : 0 <z < 1,0<y < 1}.

Formulele Newton-Cotes vor avea forma

nint

(9.8) /K o6 )dgin =3 g(6 v

unde nint este numarul de puncte considerate in integrare, (&,7;) sunt
punctele de evaluare iar w; ponderile. In tabelele 9.1 si 9.2 sunt oferite
datele catorva metode de integrare de tip Newton-Cotes pe domeniile T' =
{(z,y) : 0<2x<1,0<z+y <1} sirespectiv@ = (0,1) x (0,1).

Metodele de tip Gauss au o precizie mai mare i pot conduce la calcularea
exacta a matricii sistemului. Formulele Gauss vor fi tot de forma (9.8) unde
punctele de evaluare (&;,7;) sunt date de zerorurile polinoamelor ortogonale
Legendre. In tabelul 9.3 sunt oferite punctele de evaluare si ponderile unei
metode Gauss cu 7 puncte pe domeniul 7' = {(z,y) : 0 <z < 1,0 < x4y <
1}. Ea este exacta pentru polinoame de grad mai mic sau egal cu 5.

Pe domeniul @ = (0,1) x (0, 1) formulele (9.8) vor avea forma mai simpla

maint mint

(9.9) [ otemdgan =373 alé.&)wiw,

=1 j=1

unde mint? este numarul de puncte de evaluare folosite si w;w; ponderile
corespunzatoare. In tabelele 9.4 i 9.5 sunt oferite datele unor metode Gauss
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1 & ;i Ponderi w;

1 T T T
3 0

9 6+v15 6++/15 155+15
21 21 2400

3 9—2v15 | 6+V15 155++/15
21 21 2400

4 6+v15 9—2/15 1554+v15
21 21 2400

5 6—v15 6—+/15 155—v15
21 21 2400

6 9+2/15 | 6=v/15 155—/15
21 21 2400

7 6—v15 | 9+2V15 155—15
21 21 2400

Tabelul 9.3: Punctele de evaluare (&;,7;)1<i<7 si ponderile (w)i<;<7 ale metodei
de integrare numerica Gauss cu 7 noduri in domeniul 7' = {(z,y) : 0 <2 < 1,0 <
y—x <1}

7 & Ponderi w;
1 [ 0.1127016654 1
2 0.5 &
3 | 0.8872983346 =

Tabelul 9.4: Punctele de evaluare (&, 7;)1<i<3 si ponderile (w)1<;<3 ale metodei
de integrare numerica Gauss cu 9 noduri in domeniul @ = {(z,y) : 0 <z < 1,0 <
y <1}

cu 9 si respectiv 16 puncte pe domeniul @ = (0,1) x (0,1). Ele sunt exacte
pentru polinoame de grad mai mic sau egal cu 5 si respectiv 7.

9.9 Exemplu

In aceasta sectiune vom considera drept exemplu ecuatia Poisson

(9.10) { —Au=f 1

u =0 pe 092

unde Q = {(z,y) €R? : 0 <z <1, 0 <y < 1} iar f este o functie din
L2(9).
Vom aplica cele descrise anterior pentru determinarea sistemului de ecu-
atii algebrice liniare cu ajutorul caruia vom aproxima solutia ecuatiei (9.10).
Vom alege mai intai elementele finite cu care lucram. Pentru aceasta
vom considera elementul de referinta dat de

) I?, patratul unitate din R2,
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9.9. Exemplu

& Ponderi w;
0.0694318442 | 0.1739274226
0.3300094782 | 0.3260725774
0.6699905218 | 0.3260725774
0.9305681558 | 0.1739274226

QN = .

Tabelul 9.5: Punctele de evaluare (&;,7;)1<i<4 si ponderile (w)1<;<4 ale metodei
de integrare numerica Gauss cu 16 noduri in domeniul @ = {(z,y) : 0 <z < 1,0 <

y < 1}
K =10,1] x [0,1],

e multimea formata din cele patru varfuri, cele patru mijloace de laturi
si punctul din centru patratului:

= {(0,0),(3,0),(1,0),(0,3) (3, 3), (1, 3), (0, 1), (3, 1), (1, 1)},

™M) v
o
—

o P spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult doi in fiecare dintre
variabilele x si v,

P = {ay + as€ + asn + asén+ as€® + agn® + az€2n+ asén® + aof2n? : a; € R}.

Vom trece acum la numerotarea nodurilor. Sa observam ca toate noduri-
le considerate au coordonate (x; + qlg,yj + QQ%) cu 0 <ij<N+1si
q1,q2 € {0,1}. Pe fiecare segment y = y; + q%, care nu este continut de
frontiera, se vor afla 2N 4+ 3 noduri, dintre care 2 apartin frontierei. In total
vom avea (2N + 3)? noduri, dintre care (2N + 1)? sunt noduri interioare.
Toate nodurile (inclusiv cele de pe frontiera) vor fi numerotate astfel

h h
<xi TaG YT Q22> = Q(2j+42) 2N+3)+2i+q1+1

unde 0 < 4,5 < N+ 1si
q1,q2 €{0,1} dacii#N+1,j#N+1
g1 =20 dacai=N+1
@2=0 dacd j =N +1
Vom defini functia
16,9, q1,q2) = (2) + @2) (2N +3) +2i +q1 + 1

care da indicele nodului (:13Z + q1%, yj + q2%)-
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Se obtine astfel o multime de noduri (ax)<z<(2n+3)2 §i avem ca

Nel = (N + 1)2
Nen = 9
Nno = (2N + 3)?

Matricea TEN se defineste astfel: TEN(a,s) = f(i,7,q1,q2) unde

[ﬁ} dacal<s<6

] =

1+ 454 dacaT<s <,

a—1—(N+1) [;:,;11} daci s € {1,2,4,5,7,8}

7 =

a—(N+1) []%/111] daca s € {3,6,9},

1 daca s e {2,5,8},

0 daci s € {1,2,3,7,8,9}
q =
711 dacise {456},

Vectorul I D se construieste astfel:

{ 0 dacase{1,3,4,6,7,9}
q1 =

0 daca n < 2N + 4 sau
(2N +3)(2N +2) +2 < nsau
ID(n) = (2N + 3)|n sau (2N + 3)|(n — 1)

n— (2N +2)—-2 [ﬁ} in rest.

Putem acum s& definim §i matricea LM prin LM (a,s) = ID(IEN(a, s)).

Dacé notam A; = (0,0), 42 = (3,0), 43 = (1,0), Ay = (0,3), A5 =
(3.3), As = (1,3), A7 = (0,1), Ag = (3,1) si Ag = (1,1) determindm
functia ¢4, din conditiile ¢4, (A4;) = 615, 1 < j < 9. Aceasta se reduce la a
rezolva sistemul

ail =
ai +%a2 —|—%a5 =0
a1 +as “+as =0
a1 —|—%a3 —&—%ag =0
(911) ai +%CL2 —|—§a3 —I—%a4 +%a5 —&—Zag —&—%cw —i—%ag —l—%%ag =0
ai —|-§CL2 “+as —|-§Cl4 —|—Za5 “+ag +Za7 +§a8 +Za9 =0
a +as +ag =
a; —+as +as +ay +as +ag +ar +ag +ag =0

ai +CLQ +%a3 +%a4 +CL5 +i(16 +%a7 +%0J8 +%a9 = U.



9.9. Exemplu

Figura 9.1: Functiile din baza @4,.
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Rezolvand acest sistem vom obtine ca

pa,(T,y) =1 — 3¢ — 30+ 9¢n + 262 + 20 — 6£°n — 6£n° + 407

In mod analog se vor determina toate functiile 4,, 1 < j < 9. Le vom
stoca in noui vectori din R? ce contin coeficientii corespunzitori. Rezultatele
le asamblam 1n urmatoarea matrice Coe f: prima coloana contine coeficientii
lui ¢4,, a doua coloana cei ali lui p4,, s.a.m.d.

1 0 0 0 0 o 0 0 O
-3 4 -1 0 0 0 0 0 O
-3 0 0 4 0 0 -1 0 O
9 -12 3 -12 16 -4 3 -4 1
Coef = 2 -4 2 0 0 0o 0 0 O
2 0 0 -4 0 0o 2 0 0

In figura 9.1 sunt prezentate graficele celor noud functii DA,

Sa remarcam ca matricea sistemului (9.11) este aceeagi pentru fiecare
fiecare functie p4;, schimbandu-se doar termenul liber.

De asemenea, vom retine tot intr-o matrice de dimensiune 18 x 9 gradien-
tii celor noua functii p4;. Ei se pot obtine usor direct din matricea Coef. In
matricea Grad de mai jos prima coloana contine coeficientii gradientului lui
©4,,adoua coloana cei ai gradientului lui ¢ 4,, s.a.m.d. In fiecare coloand pe
primele 9 pozitii sunt coeficientii derivatei in raport cu x iar pe urmaétoarele
9 pozitii cei ai derivatei in raport cu y.
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9.9. Exemplu

0 0 0 0 0 0 0
-3 4 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

Grad =
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
-3 0 0 4 0 0 -1 0 0
9 —12 3 —12 16 —4 3 —4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 -8 0 0 4 0 0

-6 12 -6 § =16 8 -2 4 =2
-12 16 -4 24 -32 8 -12 16 -4
§ —-16 8 =16 32 -16 8 -—-16 8

In acest caz transformirile T au forme foarte simple. Astfel, daca
K = K, este patratul [z,,z,11] X [ys, Ys+1] atunci transformarea Tk, nu
este altceva decat o translatie urmata de o omotetie:

(9.12) Tk..(§,n) = h(r,s) + h(&;n).

Notand (£, n) variabila locala din domeniul K de referintd iar (z,y) vari-
abila globald din domeniul €2, obtinem ca

x =hr+ hé
y = hs+ hn.
De asemenea, obtinem imediat gi transformarea inversa
{ E=—r+ %
n=-—-s+3.

Matricea Jacobi a transformarii Tk, va fi

h 0
JKTS_(O h)
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CAPITOLUL 9. PROGRAMAREA METODEI ELEMENTULUI FINIT

iar jacobianul jr,, = det(Jk,,) = h2.
Vom construi acum matricea de rigiditate si termenul liber in exemplul
considerat.

Sa obsevam mai intai ca, pentru orice element K¢ din triangulatie si
orice doua noduri ale sale a, b, avem conform lui (9.6) ca

re, = /K Vo (Em) T2k (€ m)Vion (6, m) Tk (€ m) e (€, m)dedn =

:/I?va(g,n)VsoB(&n)d&dn-

Pentru integrare pe K vom folosi formula Gauss datd de 9.5 (care este
exacta in acest caz)

44
rey =YY VoaVep(&i, §)wiw;.

i=1 j=1

Matricea 7¢, calculata cu aceasta metoda, este

28 1 _ 1 _1 _16 1 _1 1 _1
4 4 4
T GO (S (T (N TR N S
4 4 4 4
A BT S (S NG U S
4 4 4

S A (O GRS (P G 'R

4 4 1 4
e | 1 18 % M6 28 16 b 18 e
- 45 45 15 4 15 45 1 45
[ (R R S (R GO W R

4 1 4 4
IR R T SR (A GRS GRS |
30 9 45 5 9 45 5 30
S S (S (R U S ST (R |

4 1 4 4
o T S RN WO { AN RN SR B
45 9 30 9 45 5 30 5 45

Pe de alta parte, pentru orice element K¢ din triangulatie si orice nod
al sau a avem conform lui (9.7) ca

Ie = / A€ ) (@ (&), (€. m)) e (€, m)dedn =

7
= h? /A a(&n) f(x(&n),y(&, m))dEdn.
K

Pentru integrare pe K vom folosi formula Gauss

4 4

16 =h? Z Z 0A(&, ) f(x(&, &), y(&, &) wiw,

i=1 j=1
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9.9. Exemplu

AT
/ :‘::‘:‘:‘ "";',II""""“ “‘ \\\ \\ gt

’0
S\
“““§\
0‘ o
o KBS

\\\
t‘ ‘\‘ NN

Figura 9.2: Solutia ecuatiei (9.10) cu f(z,y) = e>5n(52y) _ gdsin(Guww),

unde &; si w; sunt date de tabelul 9.5.

Folosind algoritmul prezentat, construim cu ajutorul lui ¢ gi [ matricea
de rigiditate R si vectorul liber L.

In figura 9.2 este prezentat graficul aproximatiei solutiei problemei (9.10)
cu

)

flz,y)=¢ sin(5zy) _ 5sin(5ww)

obtinuta prin rezolvarea sistemului dedus mai sus.
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